ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°04
Exercice 1 (*)

+00 eft:r
On pose Ve >0 F(z) = /0 e dt

1. Montrer que F est continue sur R,.
2. Montrer que F est de classe € sur | 0; +00 .

—xt

Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X x1 flx,t) = h

avec X = R, et I = R,. Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité sous l'intégrale.
e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,,(I,R) par théorémes généraux.
ePourt el onax— f(z,t) € €°(X,R) par théorémes généraux.
e Domination : On a
1

Vi, t) €XxI  [fl@t)| S ot) avec olt) =173

+0oo
La fonction ¢ est continue (par morceaux) et intégrable sur I puisque / @(t)dt = [Arctan t],> =
0

™ . . N 2 N . L . 2
5 Ainsi, d’aprés le théoréme de continuité sous I'intégrale, on conclut

’La fonction F est bien définie, continue sur R+.‘

2. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité €' sous l'intégrale sur le domaine X' =
10;+00 .

e Pour x > 0, on at — f(z,t) € €m(L,R) et intégrable d’aprés la domination de la question
précédente.
ePourtel,onaz— f(x,t) € € (X, R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

of —te
X' x1  Hgpy="2_
V(x,t) € X' X e (z,t) e

0
ePourz >0,0onat+— a—f(x,t) € Gpm(L,R) par théorémes généraux.
T

—tx

ot
o142

—te
1+ t2

e Domination : On a Vtel Sup
x>0

Mais la fonction ¢ —

n’est pas intégrable sur I puisque — (critére de Riemann

142 1+ £2 100 £
et critére des équivalents licite car signe constant). On procéde & une domination locale. Pour

a>0,on a

Vot elaoo[xT || <o) avee o)=L
x, a; +00 — (=, v =
’ ox S¥ v 1+t
1
Ona g € Cum(L,R.) et o(t) L= 0 (t_2> par croissances comparées. Par comparaison et critére
—+00

de Riemann, la dominante ¢ est intégrable sur I et d’aprés le théoréme de régularité € sous
intégrale, on a F € €' ([a;+00[,R) et ce pour tout a > 0 d’ou

1



Fe ¢ (]0;+00[,R)

Exercice 2 (*)

16_32(14_1&2) T ) 2
Pour x réel, on pose F(x) = / ————dt et G(z)= (/ et dt)
o 141 0

1. Montrer que F et G sont de classe €' sur R.
2. Calculer F' + G'.

+oo
3. En déduire la convergence et la valeur de / et dt.
0

Corrigé : 1. On pose

e —x2(1+t2)

V(z,t) e X x 1 f(x,t):W et Vt>0 gty =e"

avec X =R et I = [0;1]. La fonction G est le carré d’une primitive de la fonction continue g.
Puis, on vérifie :
e Pour x € X, on at — f(z,t) € 6,,(I,R) et intégrable sur le segment L.
e Pourt €1, onax— f(x,t) € ¢ (X,R). Par dérivation, on trouve
a 2 2
V(z,t) € X x I —f(x,t) = —2ge @ (IH19)
Ox
af
e Pour x € X, onat— a—(m,t) € Com(L,R).
x
e Domination : Soit @ > (0. On a

%(x,t)' < 2a

et ¢t — 2a est continue par morceaux et intégrable sur le segment I. La fonction F est donc de
classe €' sur [ —a;a] pour tout a > 0 et par conséquent

V(z,t) € [—a;a] x1

’Les fonctions F et G sont de classe € sur R.‘

0 >
Remarque : On a V(xz,t) e X x1 ‘a—i(x,t)' < 2|x|e™

et par une étude de fonctions, on obtient
1

Vr € R 2 |z|e " < V22

ce qui permet de faire une domination globale (luxe inutile. . .).

2. Par dérivation, on trouve pour z réel
1 T
F'(z) 4+ G'(z) = —2xe _12/ e~@” dt + 2e _””2/ e " dt
0 0

Le changement de variable u = zt dans la premiére intégrale permet d’obtenir

FF4+G =0
3. La fonction F + G de dérivée nulle sur I'intervalle R est donc constante. Par conséquent

eR  (F+O@ = F+G0 = [ 1357




2

Par ailleurs, on a V(z,t) e X x1 0< fz,t)<e™

2

D’ou, aprés intégration Ve e X O0<F(z)<e™
et par encadrement F(z) —— 0
r—r+00
o s
Ainsi G(z) = il o(1)
+00
On conclut L’intégrale / e~ dt converge et vaut g
0

Exercice 3 (*)

+00 +00
On pose Ve>0  F(z)= / e ™ dt et A= / e " dt
0 0

1. Justifier que F est bien définie, continue sur |0 ;+oo [.

2. Déterminer lir% F(z). On pourra chercher a exprimer F(z) en fonction de A pour z > 0.
g

Corrigé : 1. On pose f(z,t) = e ™ pour (z,t) € X x T avec X = |0;+00[ et I = [0;+00].
Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité sous l'intégrale.

e Pour x € X, on a t — f(xz,t) continue (par morceaux) sur I par théorémes généraux.

e Pourt €1, on a x +— f(x,t) continue sur X par théorémes généraux.

e Domination : on procéde localement car Sup e ™ = 1ett— 1 nlest pas intégrable sur I.
>0
Pour @ > 0, on a

V(z,t) € [a;+o00[ x 1 |f(x, )] < @(t) avec o(t) =e

1
Onape@(,R)et p(t) = o (t_2> par croissances comparées d’oit son intégrabilité sur I.

t—+oo
Ainsi, d’aprés le théoréme de continuité sous I'intégrale, la fonction F est bien définie et continue

sur tout [a;+o00 [ avec a > 0 d’ou

La fonction F est bien définie et continue sur |0 ;+o0 |.

+00
2. Soit x > 0. Avec le changement de variables u = +/zt, les intégrales / e~ dt et
0

1 +00o )
— e " du sont de méme nature donc convergentes et égales et par conséquent
0

NG

A
Exercice 4 (**)
+00 )
Pour x réel, on pose F(z) = / e " ch (2zt) dt
0

1. Etablir que F est de classe €' sur R.

2. Vérifier que F est solution d’une équation différentielle d’ordre 1.



3. En déduire une expression de F(x) pour z réel.

+00
On admettra I'égalité / et dt = g
0
Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X x1  f(x,t) =e " ch(2xt)

avec X = R et I = [0;+00[. Vérifions les différentes hypothéses du théoréme de régularité %!

sous l'intégrale.
e Soit z € X. On a t — f(z,t) € €pm(1,R) puis,

_ 2|z|t —t2/2 _ —t2/2+42[z|t) _
ch (2xt) e O(e?) — e ch (2xt) T O <e ) o(1)
Par croissances comparées, il vient t2e ~**/2 = o(1) d’ou
—+0oo
2f(z,t) =t2e /2 x e ®2ch(20t) = o(1)
t—+o00

1
ce qui signifie f(x,t) =0 (t_2> Il s’ensuit que ¢t — f(x,t) est intégrable sur L.
—+00

e Pour tout t € I, on a x — f(x,t) € €*(X,R) par théorémes généraux.
Par dérivation, on trouve

V(z,t) e X x 1 g(m,t) = 2t sh (2zt)e

Ox
af
e Pour tout v € X, on a t — a—(a:,t) € (I, R).
T

e Domination : La fonction x — sh (2zt) n’étant pas bornée sur X = R, il est impératif de passer
par une domination locale. Soit @ > 0. On a

V(z,t) € [—a;a] x1 ‘g—f(w,t)‘ < 2te " sh (2at)
T

s, 2 ”, N . . _ 42
Comme précédemment, le théoréme des croissances comparées donne 2 x 2te " sh (2at) —— 0
t—+o0

et on en déduit l'intégrabilité de la fonction dominante. D’aprés le théoréme de régularité €™ sous
I'intégrale, il s’ensuit que F est de classe €' sur [—a;a] et ce pour tout a > 0 d’ou finalement

’La fonction F est de classe €' sur R‘

2. Par dérivation sous l'intégrale, il vient

+00o

0
VieR  F(z) = /—f(a:, £ dt = / ote—t sh (2at) dt
g0z 0
On intégre par parties, les limites du crochet étant finies, et on obtient

+00
Ve e R F(z) = [—e—tz’ sh (th)}; —|—2x/ e~ ch (2xt) dt
. 0

(.

'

=0

Il s’ensuit Vr e R F'(z) = 22F(x)

3. On constate donc que F est solution de I’équation différentielle

y —2zxy=20

+00o
1 s'ensuit que F(z) = Xe” pour z réel et A = F(0) = / e dt = g (intégrale de Gauss).
0

On conclut VeeR  F(r)=-—e




Exercice 5 (**)

oo t) — 2t
Pour z > 0, on pose F(z) = / cos(t) tCOS( )e_“’t dt
0

1. Démontrer que F est de classe €' sur | 0;+00 .

2. Déterminer lim F(x).
r—r+00

3. En déduire une expression de F(z) pour tout x > 0.
cos(t) — cos(2t)

Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X xI  f(z,t) = ; e "

avec X = ]0;+00[ et I =]0;+00[. Vérifions les hypotheéses du théoréme de régularité €' sous
lintégrale.
e Soit x € X. On a t — f(z,t) € €pm(L,R) puis, avec le développement cosu = 1 + O(u),

1
il vient f(z,t) = O(1l) et on a f(z,t) = o <_t2> par croissances comparées. On en déduit
—

t—+00
l'intégrabilité de ¢t — f(xz,t) sur L
e Pourt € I, on a x> f(x,t) de classe €' sur X par théorémes généraux. Par dérivation, on
trouve

0
V(z,t) e X x 1 a—f(:r;, t) = (cos(2t) — cos(t)) e
x

of

e Pour z € X, onatw a—(x,t) € Cm(LR).
x

e Domination : Une domination globale ne fonctionne pas car 'exponentielle « s’évanouit » en
zéro. Soit a > 0. On a

of

V(z,t) € [a;+00[ x 1 ‘%

(:L‘,t)' = |cos(t) — cos(2t)| e ™ < ¢(t) avec (t) = 2e "

+00 2 +00 2
La dominante ¢ est intégrable sur I puisque / (t) dt = [——e_“t] =—.
0 a 0 a

Ainsi, d’apreés le théoréme de régularité € sous 'intégrale, on a F de classe € sur [a; +o00 [ avec

a > 0 quelconque d’out

Fe©'(0;+00[,R)]

2. D’aprés I'inégalité des accroissements finis, comme |cos’| = [sin| < 1, la fonction cos est
1-lipschitzienne. Il vient
cos(t) — cos(2t t—2t
V(iz,t) eXxIT 0 |f(x,t) = <)t ( )e—ﬂg' ; e M =

+00
Comme / e~ "t dt converge pour x > 0, il vient par comparaison et inégalité triangulaire
0

+00o +00 1
Ve > 0 0<]F(:c)|</ () dtg/ et — L
0 0

T

Par encadrement, on conclut lim F(z) =0
T—+00

Remarque : On peut procéder par convergence dominée mais c¢’est inutilement élaboré.

3. Par dérivation sous l'intégrale, il vient



+00
Ve>0  Flx)= / [cos(2t) — cos(t)] e ~** dt
0
+00o +oo
Par linéarité car convergence de / cos(t)e ** dt et / cos(2t)e ~*t dt, on obtient
0 0

+00 +00
Ve>0  Fl(x)= / cos(2t)e "t dt — / cos(t)e " dt
0 0

Enfin par intégrabilité de t — e =2 et t s ¢ =) sur I, on trouve

+oo +0o
Vr >0 F'(x) = Re (/ e@i—z)t qp / o (i—a)t dt)
0 0

R ( 1 1 > z T
= e —_ — P
r—2 x-—1 z2+4 1422

Aprés intégration, on a

1 1 1 4 2
V> 0 F(x):51n(4+x2)—§1n(1+x2)+a:§ln< +lﬁ)—i—a

1+ a2
, 4+ \
avec a réel. Enfin, on a —— 1 d’on F(z) —— a = 0. On conclut
+ 22 z—400 r—+00
1. (4+2°
Vo >0 F(x)zéln(1+x2>
Exercice 6 (**)
+00 (1,42
t
Pour = € R, on pose F(x) = / smtgx )e*t dt
0

1. Montrer que la fonction F est de classe €2 sur R.
2. Pour x réel, calculer F”(x) puis F/(x).

3. En déduire une expression de F(x) pour x réel.

sin?(xt)

12
avec X = Ret I =]0;+o00[. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité €2 sous l'intégrale.
e Soit x réel. On a t — f(z,t) € €, (I, R). Avec I'inégalité |sinu| < |u| pour w réel, il vient

—t

Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X x 1 flz,t) = e

sin?(zt)

vt >0 0
t2

N

et < alet

d’ou lintégrabilité de t — f(z,t) sur L.
e Pour tout ¢t > 0, on a x — f(z,t) € €*X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on
trouve

of sin(2xt) _ O f ~
X xI - = ¢ — =2 2 ¢
V(z,t) € X x 5 (x,t) e et 92 (x,t) cos(2xt)e
: of 4
e Soit z € X. On a vVt >0 6—(95,15) < 2z|e
x
et t — g(m‘, t) € Cpm(I,R) d’oil I'intégrabilité de ¢ — g—f(:c,t) sur I.
T T



2
e Pour z € X, onatw— %(w,t) € Com(L,R).
T

2
ﬂ(a:,t)’ < 2!

Domination : O V(z,t) € X x1
e Domination : On a (x,t) X 92

avec une dominante qui est clairement intégrable sur I. Par régularité €2 sous l'intégrale, on

conclut

’La fonction F est de classe € sur R.‘

2. Par dérivation sous l'intégrale, on a

t

La fonction t — 2e2*%e " est intégrable sur [0;+oo [ puisque

+0o0 +00
/ |2¢i27te | dt = / 2etdt = [-2e 71,7 =2
0 0

+00 _» ) +00
VeeR  F(z)= / sin( wt)e*t dt et F'(z) = / 2 cos(2zt)e Tt dt
0 0

Ainsi, pour x réel

+00o ) 1 2
F” = 2R (/ (2iz—1)t dt) = 2R ( ) —
(z) “\J, © “\T 2/ T 142

¢o2dt
1 F'(z) = F'(0 ——— = Arctan (2
puis (x) ( )+/0 T rctan (2x)
=0
On conclut VeeR  F'(z)= _ F'(z) = Arctan (2x)
1 + 4a2

3. Une derniére intégration donne
Ve e R F(x) = F(0) +/ F'(t) dt = F(0) + / Arctan (2t) dt
0 0

On a clairement F(0) = 0 puis une intégration par parties donne pour z réel

. To2tdt
F(z) = [t Arctan (20)]7 — /0 —
1
On conclut VeeR  F(z) =z Arctan (2z) — 1 In(1 + 42%)

Exercice 7 (**)

A P’aide d’une intégrale & paramétre, établir que la fonction définie sur R* par z —

un prolongement de classe € sur R.
Corrigé : On pose f(z,t) = cos(tx) pour (z,t) € X x Tavece X =R, I=1[0;1] et

1
VreR  F(z)= / cos(tx) dt
0

sin(z)

siz#0

1 sinon

On a Ve e R F(x)

sin(z)

admet



Soit n entier non nul. Vérifions les hypothéses de régularité €™ sous 'intégrale.

e Pour x € X, on at — f(z,t) € €,,(I,R) donc intégrable sur le segment 1.

e Pourt €I, onazx— f(x,t) € €"(X,R) d’aprés les théorémes généraux. Par dérivation, on
trouve pour k € [1; n]

oFf A km
V(z,t) € X x1 W(as,t):t Cos <t£l?—|—7>
: orf .
eSoit ke [l;n—1]. Pourx € X,onat— W<I’ t) € €pm (1, R) donc intégrable sur le segment
x
L
o f
e Pourz € X, onatw— W(w,t) € Com(L,R).
x
e Domination : On a
o f
V(z,t) e X x 1 T (z,t)| < p(t) avec p(t)=1

La fonction ¢ est clairement intégrable sur I. D’aprés le théoréme de régularité € sous l'intégrale,
sin(x
onalF € €"(X,R) et ce pour tout n entier non nul. Enfin, la fonction F coincide avec x — sin(z)

x
sur R* ce qui prouve

sin(z)

X

La fonction z € R* —

admet un prolongement de classe € sur R.




