ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°05

Exercice 1 (**)

w1
In(?)

On pose Ve > —1 F(z) = /
0

1. Montrer que F est de classe ¢! sur | —1;+00 .

2. En déduire une expression de F(z) pour z > —1.

t*—1
Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X xI  f(z,t) =
In(t)
avec X = | —1;+00[ et I =]0;1[. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité € sous
I'intégrale.
e Soit x € X. On a t — f(z,t) € €, (I, R) puis
flat) = O(t%) Gre]_1:0| et fla.t) v S T

Ainsi, la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable en 0 par comparaison et éventuellement critére de

Riemann et en 1 car prolongeable par continuité.

ePourt el onax— f(z,t) € € (X,R) par théoréme généraux. Par dérivation, on trouve
af

V(z,t) € X x 1 —(z,t) =t"
(e eXx1 Lo

of

e Pour x € X, onat— a—(m, t) € Gpm(I,R) par théorémes généraux.

e Domination : On procede localement pour empécher x d’étre arbitrairement proche de —1.
Soit @ > —1. On a

1

:tTa

of
%(I’t)

On a ¢ € 6,m(I,R,), intégrable sur I par critére de Riemann puisque —a < 1. Par conséquent,
la fonction F est de classe €' sur [a;+o0o [ pour tout a > —1 d’ou

Fe?'(-1;+00[,R)

V(x,t) € [a;+00[ x T < p(t) avec p(t)

2. Par dérivation sous l'intégrale, on a

1
1
1 Flz)= [ t*dt =
Vo > (x) /0 pe]
Ainsi Ve > —1 F()F(O)—F/x du
insi T x) = v
On conclut Vo > —1 F(z) =In(1 + x)




Exercice 2 (**)

jus

On pose Ve >0 F(x) = /2 In(1 + z sin(¢)?) d¢
0

1. Justifier que F est bien définie et continue sur [0;+o0 .
2. Montrer que F est de classe € sur [0;+00 .

3. Préciser une expression de F'(x) avec z > 0 a I'aide du changement de variable u = tan(t).
4. Conclure que Ve >0 F(z) =7 [In(1+v1+z) — In(2)]

1. On pose V(z,t) e Xx1  f(z,t) =In(l + zsin(t)?)

avec X = [0;+00[ et I = [O; g] Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité sous
lintégrale.

e Pour z € X, on at— f(z,t) € €,,(I,R) par théorémes généraux.

ePourt el onax— f(z,t) € €°(X,R) par théorémes généraux.

e Domination : On a Sup |f(z,t)| = +oo donc il faut procéder localement. Soit @ > 0. On a
20

V(z,t) € [0;a] x [o;g} f(2,)] < In(1+a)

Comme une fonction constante est intégrable sur un segment, il s’ensuit que F est continue sur
[0;a] pour tout a > 0 d’ou

La fonction F est bien définie, continue sur [0;+00 |.

2. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité 6 sous l'intégrale.
e Pour x € X, on at — f(z,t) € €,,(I,R) et intégrable sur le segment .
e Pourt €1, 0onaxr f(z,t) € €*(X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, il vient

of sin(t)?
e Xl 5 = T
af o .
e PourzeX,onat— (‘9_x<x’ t) € Cpm (I, R) par théorémes généraux.
e Domination : On a
V(z,t) e X x T ‘g(a:t)‘<1
’ ox | T

Et la dominante constante est intégrable sur le segment I. Ainsi

Fe%'([0;+0[,R)

3. Par dérivation sous l'intégrale, on a
2 sin(t)?
Ve >0 F'(x) = ———dt
- (z) /0 1+ xsin(t)?
En factorisant cos? ¢t au numérateur et dénominateur, on trouve

2 tan(t)?
> ! =
vz >0 F(z) /0 1+ (14 x)tan(t)? dt

Avec le changement de variable u = tan(t) <= t = Arctan (u) ot Arctan :]0;+00[ — } 0; g [

est bijectif, de classe € et strictement croissant, on obtient I’égalité (la convergence étant
assurée)




vr >0 /2 tan(t)? & — /+°° u? du
o 1+ (1+x)tan(t)? o A+ 1+2)u?)(1+u?)
Pour z > 0, on trouve la décomposition en éléments simples
u? 1 [ 1 1 }
I+Q+2)u)(1+w?) zll1+w? 1+ (142w

+°°1[ 1 1 }d 7r(1 1 )
. U= — B
I1+uw? 14+ (142z)u? 2x V1i+zx

En mettant au méme dénominateur et en multipliant par 'expression conjuguée, on trouve

Puis Ve >0 F'(z) = /
0

xz

Ve >0

F) = =+

Par continuité de F’ en 0, on conclut

™
Ve >0 F(x) =
! (@) 2V1i4+z(vV1i+az+1)

4. Enfin, avec le changement de variables u = /1 + ¢, on trouve

z Vitz d
Va >0 'w@—Fm%ﬁ/Fﬁﬁﬁ—ﬂ/ 1fu:WWKLHMfﬁ
0 1

Dot Ve >0 F(z) =7 [In(1+v1+2z) —In(2)]

Exercice 3 (***)

+00 2
Pour = € R, on pose F(x) = / exp [— <t2 + %)} dt
0

1. Montrer que F est définie et continue sur R.
2. Montrer que F est € sur ] 0;+00].
3. Former une équation différentielle vérifiée par F sur |0; +o00 |.

4. En déduire une expression simple de F sur R.

2
Corrigé : 1. On pose V(z,t) € X x 1 f(z,t) = exp {_ <t2 i %)}

avec X =R et I =]0;+00]. Vérifions les hypothéses du théoréme continuité sous I'intégrale.

e Pour x réel, on a t — f(z,t) € €, (I, R) par théorémes généraux.
e Pourt €I, onaxz— f(z,t) € €(X,R) par théorémes généraux.
e Domination : On a
V(zr,t) e XxI  |f(z,t)] <) avec o) =e
1
On a ¢ € 6, (I,R,), intégrable sur I puisque p(t) = o <t_2> Ainsi

t—+o00

’La fonction F est définie, continue sur R. ‘

2. On note X’ =]0;+oc [. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité ¢ sous 'intégrale.



e Pour z € X', on a t — f(z,t) € €,m(I,R) et intégrable d’aprés la domination de la question
précédente.
ePourt€l,onaz— f(x,t) € €(X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

af 2x , @’
V(x,t) eX'x1I %(x,t):—t—QeXp |:— (t +t_2>:|
: of - o
e Pourz e X',onat— 8—(9&, t) € €pm(L,R) par théorémes généraux.
T
e Domination : On procéde localement. Soit [a;b] C X'. On a
a2
0 12
V(z,t) € X' x 1 ’a—f(x,t)’ < p(t) aveec p(t) = Qbet; e "’
x
1
On a ¢ € G,m(I,R,) avec ¢(t) =0 (t_2> et (1) v 0 par croissances comparées puisque
a2
. e 2 . 9 a2y
lim = lim we ™" =0
t—0+ 12~ u—+too

u=1/t

La fonction ¢ est donc intégrable sur I et par conséquent, la fonction F est de classe €' sur tout
segment [a;b] C X' d’o

Fe?'(]0;+0[,R)

3. Par dérivation sous l'intégrale, il vient

400 +o00 2
Ve >0 F'(z) = g—i(x,t) dt:/ —i—fexp [— <t2+i—2>} dt
0

0

x
Avec le changement de variables u = e on obtient I'égalité (la convergence étant assurée)

/;OO — Qt—;cexp [— <t2 + f—j)] dt = —2/0+Ooexp [— <i—z —I—u2> du
Ainsi Vz>0 F(z)+2F(z) =0
4. On en déduit Ve>0  F(z)=Xe %
Par continuité en 0, il vient A = F(0) = ﬁ Enfin, la fonction F est bien définie sur R et est

2
paire d’ou

VieR  F(x)= \/T%e_m'

Exercice 4 (***)

0 Arct t
Pour x > 0, on pose F(z) = / &g) dt
0 t(1+2)

1. Montrer que F est définie et de classe €* sur R,.
2. Calculer F/(x) pour x # 1 puis montrer que l'expression vaut aussi pour z = 1.

3. En déduire une expression simple de F(z).



+° Arctan (¢)?
4. Calculer / %n() dt
0

Arctan (xt)

t(1+t?)
avec X =R, et I =]0;+o00[. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité € sous l'inté-
grale.

Corrigé : 1. On pose V(z,t) € X x1 f(z,t) =

e Pour x € X, on at — f(z,t) € 6,,(I,R) par théorémes généraux. Puis, on a

f(x,t)wx—t—>x et f(z,t) = O<1>

t—0 t t—=0 t—s+00 +2

ce qui prouve 'intégrabilité de t — f(x,t) sur I.
ePourt el onax— f(z,t) € €' (X,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

af 1

e X 5 ) = Ay e

e Pourz € X,onatw~ %(m, t) € Cpm (I, R) par théorémes généraux.
e Domination : On a

1
1+¢2

V(z,t) e X x I ‘%(w,t)' < o(t) aveec o(t) =

+00
La fonction ¢ est dans é,m(I,R.), intégrable sur I puisque / @(t) dt = [Arctan t];> =
0

B

Ainsi

F e ¢'(R,,R)

2. Soit x > 0 et  # 1. Par décomposition en éléments simples, on trouve
1 1 { 1 z?
(1+2)(1+222) 1—a22 [14+62 1+ 222

On suppose également = # 0 pour l'intégration du second membre. Tl vient
1 =« T

Xr) = — [ — ) = ——
1—22), 1+t2 1+ a2t 1—222 2(1+x)
La formule vaut aussi pour x = 0. Par ailleurs, comme F’ est continue sur R, on a F'(1) =
lirri F/(z) et par conséquent
Tr—r

™

Remarque : Pour faire efficacement la décomposition en éléments simples, on peut considérer
1 CPu+l—-2(u+1) 1
(14u)(1 +22u) (1+u)(1422u) 1— 22

et 'appliquer en u = ¢2.

3. Par intégration, il vient




1
4. Les fonctions t — Arctan (¢)* et ¢ — — sont de classe € sur |0;+00[. On a

Arctan (¢)* t? Arctan (t)?
e O |
t t—0 t t—0 t—0 t t—+00

0

Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales
2 Arctan (t)? teo 2 Arctan t
/ —2<>dt et / - —dt = —2F(1)
0 t 0 t(1+ t?)
sont de méme nature donc convergentes et on a

/*O"Arctan () df — [_Arctan (t)2]+oo +2/+("’Arc‘cant
0 2 t 0 o t(1+¢?)

+ooA 2
On conclut / %;(t) dt = 71n(2)
0

Exercice 5 (**%*)

% cos(t
Pour x > 0, on pose F(z) = / cos(?) dt
g t+x

1. Montrer que F est définie et continue sur | 0;+o00[.

2. Déterminer les limites de F en 0T et en +oo.

3. Déterminer des équivalents de F en 0% et en +oo.

cos(t)

Corrigé : 1. Posons V(z,t) e XxI  f(z,t) = Ty
T

avec X = |0;+00[ et I = [O; %] Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité sous
I'intégrale.

e Pour z € X, I"application ¢t — f(z,t) est continue par morceaux sur I par théorémes généraux.
e Pour ¢ € I, 'application = — f(x,t) est continue sur X par théorémes généraux.

e Domination : Une domination globale ne fonctionne pas. Soit a > 0. On a

cos(t)

a+t

et la fonction ¢ est intégrable sur I comme fonction continue sur un segment. D’aprés le théoréme
de continuité sous Uintégrale, on a F continue sur [a;+o0o [ pour tout a > 0 et par conséquent

V(z,t) € [a;+00[ x 1 |f(z,t)] < p(t) avec ¢(t) =

La fonction F est définie, continue sur | 0;+00 .

2. Sans difficulté, on trouve

2 cos(t 1
Yz > 0 0<F(x)</2cos()dt:_
o T x
Par encadrement F(z) —— 0
T—r+00

Par étude de fonction ou inégalité des accroissements finis, on montre

Vte[();g} cost >1—1t



21—t
11 vient Ve>0  F(z)> / Ty

o t+x

21—t 2l4a—(t+x) T T
t Ve>0 dt = dt=(1+2) [In (5 +2) —In(z)| - 2
e x /0t+x /o o (1+2) |In 2—|—x n(x) 5
Par comparaison F(z) — +00
z—0t

Variante : Avec un changement de variable, on trouve

E—‘,—Q? _ £+SC £+x .
Ve >0 F(x) = /2 Mdu _ COS.Z‘/Q cos(u) dU+Sin:U/2 sin(u) du

u u u

% cos(u)

du qui décroit donc admet une limite infinie en 01

Par limite monotone, on a x — /
u
x

% cos(u)

sans quoi l'intégrale du serait convergente ce qui est absurde. Les autres termes ont

0
tous une limite finie d’ou le résultat.

3. Par monotonie et croissance de 'intégrale, on a

3 1 [2
Vo >0 = / cos(t) dt < F(z) < —/ cos(t) dt
— +x 0 T 0
2
) 1
Et par conséquent F(z) ~ —
r—+0o0 I
2 cos(t
Variante : On a Vo >0 zF(x) = /2 COS(z dt
01 + —
x

Par convergence dominée avec la dominante constante ¢ — 1, on obtient

us

zF(z) —— ’ cos(t)dt =1

r—r+00 0

et on retrouve le résultat précédent.

On a exhibé un minorant explicite & F(x) pour z > 0 dans la question précédente. On a également

2 dt us
< — — —
vV >0 P(x)\/o - t—ln <2+x) In(x)

Le majorant et le minorant sont tous deux équivalents a — In(x) pour  — 0" d’ou la conclusion

F(z) ~ —In(z)

z—0t

Exercice 6 (****)

T sin(xt)
On pose Vr e R F(x) = /o e dt

1. Montrer que F est définie, continue sur R.

2. Montrer que F est de classe €' sur R*.



3. Etudier la dérivabilité de F en zéro.

sin(xt)

142

avec X =R et I = [0;+00]. Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité sous U'intégrale.
e Pour x € X, on at— f(z,t) € €,,(I,R) par théorémes généraux.

e Pourt €l onaxz— f(x,t) € €(X,R) par théorémes généraux.

e Domination : On a

V(z,t) e X x1 |f(x,t)] < p(t) avec (t)

Corrigé : 1. On pose V(z,t) e XxI  f(z,t) =

1
142

+00
On a ¢ € €, (I,R,) et intégrable sur I puisque / o(t) dt = [Arctan t];> = g Ainsi
0

’La fonction F est bien définie, continue sur R.‘

2. Pourt €1, onaxw— f(r,t) € ¢ (R*R) par théorémes généraux et par dérivation

of _ tcos(xt)

%(ajv ) T + 42

Il semble alors compromis d’établir une domination intégrable. Transformons l'intégrale d’origine.
Soit X' =]0;+00]. Pour z € X, avec le changement de variables u = xt, on obtient 1’égalité (la
convergence étant assurée)

T sin(xt) o0 sin(u)
/0 L dt = 2G(z) avec G(z)= /0 o du

V(z,t) e R* x R,

sin(t)
x? + 12
Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité 6 sous 'intégrale.

1
e Pour z > 0, on a t — g(z,t) € Cpm(L,R) et g(x,1) = O (—) d’otr son intégrabilité sur I.
—+00

On pose V(z,t) e X' x1 g(z,t) =

12
ePourtel,onaz— g(z,t) € €X', R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve
dg 2 sin(t)
Vi) e X' xT g )= 22200
(z,) 8x( ) (2% 4 t2)?
g

e Pourz >0,onat— a—(x, t) € €pm (L, R) par théorémes généraux.
x
e Domination : On procéde localement. Soit [a;b] C X'. On a
g
(

2b
ox

V(z,t) € [a;b] x 1 (@@ 1 22

r,t)| <Y(t) avec Y(t) =

1
On a ¢ € €L Ry) et () L= 0 <t_2> d’ott son intégrabilité sur I. Ainsi, la fonction G est

de classe € sur tout segment de X’ donc de classe €' sur X’ et par parité de G, il s’ensuit que
G est de classe ¢! sur R* d’ou

F € ¢'(R*,R)

3. Soit x # 0. D’aprés ce qui précéde, on a

F(z) _ /0 ) ) 1K)

x u? + 22

u? + 2 u? + 22

avec H(z) = /0 () G e K = /1 sin()

8



Sans difficultés, on a K définie continue en 0. La fonction H décroit sur ]0;+00| donc admet
une limite en 07 (de méme en 0~ par parité). Soit € € ] 0; 7 [. Par positivité de U'intégrande, on
obtient

sin(u)
W + 22

du

vreR*  Hz) >/

Par continuité sous 'intégrale de droite ci-dessus (sans difficulté), il vient par passage a la limite

Ve >0 lim H(z) > / sin(u) du

z—0t u?

sin(u)

u2

est positive non intégrable sur |0; 7] d’ou

/ sm(2u) du oo

Or, la fonction u

U e—0t
F(x
On en déduit Q — +00
x z—0t
Et on conclut La fonction F n’est pas dérivable en 0.

Variante : D’apreés 'inégalité de Taylor-Lagrange, on a

02
Yu € R |sin(u) — u| < 5
1 1) 1,2
— 1
et il vient H(x) —/ 5 “ 5 du| < / —]smz(u) u du < —/ Y du
0 U+ o ur+4a? 2y u?+ a2
1 2 1 d 1
et /%duzl—xz/Z—uzl—xArctan (—) = 0O(1)
o U+ o u?+x? x/ a—0
1 1
Ainsi H(z) = {— In(u? + 2%)| + O(1) = —In(z) + O(1)
z—=0 [2 0
F
Par conséquent Flz) = —In(z) + O(1) — +0
x z—0t

On retrouve le résultat précédent.



