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Avertissement : Ce chapitre ne constitue qu’un bref apercu des notions d’algébre générale
au programme, le strict minimum pour introduire les notions utiles au chapitre de Réduction
(idéaux, morphismes d’algébres). Les structures de groupes et anneaux seront étudiées plus en
détail dans des chapitres ultérieurs.

Dans ce qui suit, le corps des scalaires K est R ou C.

I Structure de groupe

1 Définition, propriétés

Définition 1. On appelle groupe un couple (G, *) avec G un ensemble (non vide) et x une loi
de composition interne sur G vérifiant :

1. la lov x est associative, i.e.

V(a,b,c) € G? (axb)xc=ax(bxc)
2. la loi x admet un élément neutre (souvent noté e), i.e.

deecG | VzeG ExT =T =T*e
3. tout élément de G admet un symétrique, i.e.

Vo € G JyeG | zry=e=yx*x

Si la loi x est commutative, la groupe est dit abélien ou commutatif.

Remarque : L’associativité signifie que 'on met les parenthése ot bon nous semble.

Proposition 1. Soit (G, *) un groupe. On a :
1. tout élément x de G admet un unique symétrique noté x=' et (x71) ' = ;

[’élément neutre est unique et est son propre symétrique ;

1.
’

V(z,y) € G? Txy=€ ou yrxr=e — =g
V(z,y) € G*  (zxy) =y lxal;

V(z,y) € G TrY=yxr = T ‘ky=y*z .

Démonstration. 1. Solent e et v éléments neutres de G. On a
u=uxe et uxe=e

dotu=ecet exe=ce.
2. Soit x € G et y des z des symétriques de . On a par associativité

z=(yrxx)*xz=y*(xx2)=1y

3. Soit (z,y) € G2 tel que zxy =e. On a

1 -1

y= (@ 'xx)xy=atx(xxy)==x

De méme pour 'autre sens.
4. Soit (x,y) € G2 Par associativité, on a

1 1

(zxy)*(ytxa ) =ax(yxy Hrxozt=zxalt=e¢

5. Soit (z,y) € G2 tel que z xy = y . On opére a droite et a gauche par 27! et il vient
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1 1

v lx(rxy)xart=yxa” T=p!

=o lx(yxz)xot=a"1xy
[l

Notations : En général, on note (G, +) un groupe abélien, I’élément neutre 0 et —z le symé-
trique de x. On note (G, x) un groupe non abélien, I'élément neutre 1 et z~! le symétrique de .

Exemples : (Z,+) est un groupe abélien, (R*, x) est un groupe abélien, (GL,(K), x) avec
n > 1 est un groupe non commutatif.

2 Sous-groupe

Définition 2. On appelle sous-groupe d’un groupe (G, *) une partie H de G vérifiant
1. e e H,
2. V(x,y) € H? rxy ' eH.

Remarque : Il est parfois judicieux de séparer la deuxiéme propriété en vérifiant
VeeH z'eH et V(z,y)eH®> zxyeH

Exemples : Pour n entier, nZ est un sous-groupe de (Z,+).

’Proposition 2. Soit H un sous-groupe de (G, *). Alors (H,*) posséde une structure de groupe.

Démonstration. Immeédiate. O

Remarque : En pratique, pour vérifier la structure de groupe d’un ensemble (pour la loi
induite), on cherche en général a établir que celui-ci est sous-groupe d’un groupe connu.

3 Morphismes de groupes

Définition 3. Soient (Gi, 1) et (Gg, *2) des groupes. On appelle morphisme du groupe (G, %)
vers le groupe (Go,*o) une application ¢ : Gy — Go vérifiant

V(z,y) € G oz *1y) = o) %2 p(y)

Proposition 3. Soit ¢ un morphisme du groupe (Gq,*;) vers le groupe (Ga,*3). On a

pler) =€y et Vre Gy o(z71) = p(z)!

Démonstration. On a pler) = plerxpe1) = @(er) ko p(er) = p(er) = e
Puis Ve e G ex=pler) = p(r ki at) = () %2 p(z7")
O]
Théoréme 1. Soit o morphisme du groupe (G1,*1) vers le groupe (Ga,*2). Le noyau Ker ¢ =
0 ' ({ea}) du morphisme de groupes ¢ est un sous-groupe de (G, *1).
Démonstration. On a p(e;) = ey et pour (x,y) € ¢ 1 ({e2}), on a
QO(I *1 y_l) = €9 %9 62_1 = €9
d’ou le résultat. O

Exemple : L’ensemble SL,(K) = {M € #,(K) | det(M) = 1} muni de la loi x est un groupe.
L’application ¢ : (GL,(K), x) — (K*, x), M +— det(M) est un morphisme de groupes. Ainsi, le
noyau SL, (K) = Ker ¢ est un sous-groupe de GL,(K).
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IT Structure d’anneaux

1 Définition, propriétés

Définition 4. On appelle anneau un triplet (A, +, x) avec A un ensemble (non vide) muni de
deuz lois de composition interne + et X telles que :

1. (A, +) est un groupe abélien de neutre 0y ;
2. X est associative ;
3. X posséde un neutre 1, ;

4. X est distributive sur +, i.e.
V(z,y,2) €A3  a(y+z)=ay+z2 et (v+y)z=ax2+yz

Si la loi x est commutative, l'anneau (A, 4+, X) est dit commutatif.

Exemples : (K, +, x), (K[X],+, x) sont des anneaux commutatifs.
(Z(E),+,0), (A,(K),+, x) avec dimE > 1 et n > 1 sont des anneaux non commutatifs.

Remarques : Soit © € A. On a 0px = 05 (en écrivant 0p + 05 = 0a) et (—1a)z = —z (en
écrivant 1y — 1x = 04).

Notations : Soit x € A. On pose 0z = 0p puis (k+ 1)z =kr+z et —(k+ 1)z = (—k)z — =z
pour k entier. Puis, on pose 2° = 1, et "™ = 2™z pour n entier. Pour (a,b) € A?%, on note
a—b=a+(=b) et on a —ab = (—a)b = a(—0b) (en écrivant (a — a)b = 04 et a(b — b) = 04).
On note simplement 0 et 1 les éléments neutres de (A, +, x) quand il n’y a pas de confusion
possible.

Proposition 4. Soit (A, +, x) un anneau et (z,y) € A? avec xy = yx. On a
V(m,n) € N> z™My" = y"z™

Démonstration. On procéde par récurrence pour établir xy” = y™x avec n entier. Supposant
le résultat vrai au rang n, il vient xy"™! = zy"y = y"xy = y"yr = y""z. On procéde de
méme pour zy"™ = y"x"™ avec m entier. Supposant le résultat vrai au rang m, on obtient

l,m+1yn — xmxyn — zmynl. — ynxmx — y”l’m+1. N

Théoréme 2. Soit (A, +, X) un anneau et a,b éléments de A qui commutent. On a pour tout
n entier :

1. (ab)™ = a™b™;

2. (a+0b)" = (})a"v" % (binome de Newton) ;

n—1
8. a® —b" = (a—0b)>a"b"17F (identité de Bernoulli).
k=0

Démonstration. La premiére propriété se montre par récurrence en utilisant la proposition
. nN (MY A ]
Avec la convention (7)) = (")) = 0, il vient

(a+b)(a+b)" = zn: (Z) aF gk 4 3 (Z) akpnti—k

n

k=0 k=0
— ass n k bn+1—k7 (ass n kbn,+1—k _ (A n n kbn—‘rl—k
- (k—l)a + + k%%(k)a kZ::O [(kz—l) + (k:)} a
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L’hérédité suit d’aprés la relation de Pascal. En distribuant, on trouve par téléscopage

n—1 n—1
(CL . b) Zakbn—l—k — Z [ak+1bn—(k+l) _ akbn—k] —a — b
k=0 k=0

Définition 5. On appelle sous-anneau de 'anneau (A, +, X) une partie B de A vérifiant :
1. 15 € B;
2. Y(z,y) € B? r—y€B;
8. V(z,y) € B xy € B.

Proposition 5. Si B est un sous-anneau de (A,+, x), alors (B,+, X) posséde une structure
d’anneau.

Démonstration. Immeédiate. O

Remarque : En pratique, pour vérifier la structure d’anneau d’un ensemble, on cherche sou-
vent a établir que celui-ci est sous-anneau d’un anneau connu.

Exemples : (Z, +, X) est un sous-anneau de (Q, +, x) qui est un sous-anneau de (R, +, X) qui
est un sous-anneau de (C, +, x).

Définition 6. Un anneau commutatif (A,+, X) est dit intégre s’il est non réduit a {0s} et si

V(a,b) € A> ab=0 = a=0 ou b=0

Exemples : 1. L’anneau (Z, +, X) est intégre.

2. L’anneau (A, +, x) avec A = {al, + M, (o, B) € K?} et M = (0 1) n’est pas intégre

0 0
puisque M? = 0. On verra ultérieurement que A = K[M].

2 Groupe des inversibles

Définition 7. Un élément a d’un anneau (A, 4+, X) est dit inversible s’ existe b € A tel que

ab =ba = 14

Cet élément b est unique, on 'appelle inverse de a et on le note a™!.

Remarque : L’unicité de I'inverse s’obtient, comme dans le cas d’un groupe, par associativité.

Notation : On note U(A) ou A* I'ensemble des éléments inversibles de A.

Proposition 6. Soit (A, +, xX) un anneau. On a
1. 14 wnversible d’inverse lui méme ;
2. Vx € U(A) r'eUA) e (zh)l=uzx;
8. V(x,y) € UA)?  zyeUA) et (zy)t=yla~h

Démonstration. Immeédiate. ]

B. Landelle 5) ISM MP




Proposition 7. Soit (A, +, X) un anneau. Le couple (U(A), X) est un groupe.

Démonstration. La loi x une loi de composition interne d’aprés le résultat de la proposition
précédente, associative par hypothése, avec pour élément neutre 1, et tout élément admet un
symétrique qui est son inverse. ]

Exemples : U(Z) = {—1,1}, UK) = K*, U(4,(K)) = GL,,(K).

3 Idéaux d’un anneau commutatif

Définition 8. Soit (A, +, x) un anneau commutatif. On appelle idéal de cet anneau une partie
I de A vérifiant :

1. l’ensemble 1 est un sous-groupe de (A, +) ;

2. propriété d’absorption :  V(a,z) € A x 1 ar €1

Exemple : Pour n entier, nZ est un idéal de Z.

Proposition 8. Soient 1,J des idéauz d’un anneau (A,+, x) commutatif. Alors, l’ensemble
I+ J (ouJ+1) défini par

I+J={z+vy,(z,y) € xJ}
est un idéal de (A, +, x) contenant 1 et J.

Démonstration. Pour x € Lonaz+0€l+Jdoul CI+Jet de méme avecJ.Onalel+J
et pour (z,y) € I? et (2,t) € J>, on a

r+z—(y+t)=(x—y)+(z—t)el+J
d’ott I+ J sous-groupe de A. Enfin pour (z,y,a) €I x J x A, on a
a(r+y)=axr+ayel+]

ce qui prouve le résultat attendu. O

Proposition 9. Une somme finie d’idéauz d’un anneaw (A, +, X) commutatif est un idéal conte-
nant chacun des idéaux de la somme.

Démonstration. Récurrence immeédiate. OJ

Remarque : L’ordre dans la somme est sans incidence.

Définition 9. Soit (A, +, X) un anneau commutatif et x € A. On appelle idéal engendré par
x ’ensemble noté xA défini par

zA = {zy,y € A}

Exemples : 0A = {0}, 1A = A. Si A =Z, pour n entier, on note nZ.

Proposition 10. Soit (A, +, X) anneau commutatif et x € A. L’ensemble zA est un idéal
contenant x.

Démonstration. Immeédiate. O
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4 Divisibilité dans un anneau commutatif intégre

Dans cette partie, (A, +, x) désigne un anneau commutatif intégre.

Définition 10. Soient a,b dans A. On dit que a divise b s’il existe ¢ € A tel que b = ac. On
note alb.

Proposition 11. Soient a,b dans A. On a
alp <= beaA < bA CaA

Démonstration. Immeédiate. O

Proposition 12. Soient a,b,c dans A. On a

alb et ble = alc

alp et ale = alb+c

Démonstration. Immeédiate. O

Proposition 13. Soient a,b,c dans A. On a

ab=ac et a#0 = b=c

ablac et a#0 = blc

Démonstration. Immédiate avec 'intégrité. 0

Définition 11. Soient a,b dans A. On dit que a et b sont associés si a divise b et b divise a.

Proposition 14. Soient a,b dans A. On a
a,b associés <= aA =bA < Jcc U(A) | b=ac

Démonstration. La premiére équivalence est immeédiate. Supposons a, b associés. On dispose de
¢, d dans A tels que a=bd et b=ac. Sia=0,alorsb=ac=0doncb=1xa.Sia#0,ona
a=bd = acd d’ott ed = 1. Si b = ac avec ¢ € U(A) alors alb et comme il existe d tel que cd = 1,
on a bd = acd = a d’ou b|a. O

Remarque : L’association est une relation d’équivalence (immeédiat avec la premiére équiva-
lence de la proposition précédente).

IIT Anneau de polyndémes a une indéterminée

1 Idéaux de K[X]

Proposition 15. Le triplet (K[X],+, X) est un anneau commutatif intégre de neutres 0 et 1
dont les éléments inversibles sont les polyndmes constants non nuls.

Démonstration. On sait déja que (K[X], +, X) est anneau commutatif de neutre 0 et 1. Soient
P et Q dans K[X]. On a

PQ=0 = degPQ=degP+degQ=-00 = degP=-00 ou degQ=-00
ce qui prouve U'intégrité de K[X]. Puis
PQ=1 = degPQ=0 = degP+degQ=0

Les polynémes inversibles sont donc constants non nuls et la réciproque est immédiate. O]
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Remarque : On peut donc parler de divisibilité dans K[X]. Pour A, B dans K[X], on a
AB < 3CeK[X] | B=AC

A B associés <= IN € K* | B=XNA

On utilisera fréquemment le fait suivant : deux polyndmes associés unitaires ou nuls sont égaux.

Théoréme 3. Soient A, B dans K[X] avec B # 0. Il eziste un unique couple (Q,R) € K[X]? tel
que

A=BQ+R et degR < degB
On appelle Q le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

Démonstration. En annexe. OJ

Théoréme 4. Les idéaux de K[X] sont de la forme PK[X] avec P € K[X]. ‘

Démonstration. Soit 1 un idéal de K[X] distinct de {0}. L’ensemble {degP,P € I\ {0}} est
une partie non vide de N donc admet un plus petit élément. Soit B € I~ {0} de degré minimal.
Par absorption, on a BK[X] C I. Réciproquement, soit A € 1. D’aprés le théoréme de la
division euclidienne, il existe (Q,R) € K[X]? tel que A = BQ + R avec degR < degB. Or, on
aR=A—-—BQ €1dou R = 0 par minimalité de degB ce qui prouve que B divise A d’ou
I € BK[X] et le résultat suit. O

Remarque : On dit que (K[X], +, X) est un anneau principal.

Corollaire 1. Soit I un idéal de K[X]. Il existe un unique polynome P unitaire ou nul tel que

I=PK[X].

Démonstration. Si 1 = {0}, c¢’est immédiat. Supposons I # {0}. D’aprés le résultat précédent,
quitte & normaliser, on a l'existence. Supposons I = PK[X] = QKIX] avec P et Q unitaires.
Ainsi, les polynomes P et () sont associés et unitaires donc égaux. O

2 Plus grand commun diviseur

Définition 12. Soient P, Q dans K[X]. On appelle plus grand commun diviseur de P et Q noté
P A Q le polynéme unitaire ou nul engendrant l'idéal P K[X] + Q K[X].

Remarque : Ce pged est bien défini comme unique polyndéme unitaire ou nul engendrant un
idéal de K[X]. On a clairement P A Q = Q A P pour (P,Q) € K[X]?.

Proposition 16 (Relation de Bézout). Soient P,Q dans K[X]. Il existe U, V dans K[X]
tels que

UP+VQ=PAQ

Démonstration. Immédiate par définition de P A Q. O

Remarque : Les polynomes U et V de la relation de Bézout ne sont pas uniques. On a
VR € K[X] P(U-RQ)+Q(V+RP)=PAQ

Avec une condition additionnelle sur les degrés de U et V, on a 'unicité.
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Proposition 17. Soient P, Q dans K[X]. On a P A Q divise P et Q et
SIP et S|Q = SIPAQ

Démonstration. On a P, Q dans (P A Q)K[X] d’ou P A Q divise P et Q. On dispose de U et V
dans K[X] tels que PU + QV =P A Q. Si S divise P et S divise Q, alors S divisePU + QV. On

peut aussi raisonner sur les idéaux
PK[X] c SK[X], QK[X] c SK[X] dou PK[X]+ QK[X]=(PAQK[X]cCSK[X]
m

Remarque : Ceci justifie 'appellation de pgcd.

Théoréme 5 (Théoréme d’Euclide). Soient A, B, Q et R dans K[X]. $i A = BQ+R, alors
AANB=BAR.

Démonstration. On a A AB qui divise A, B et donc A — BQ = R. Puis BAR divise B et divise
A — BQ donc divise A — BQ + BQ = A. Ainsi, les deux pged sont associés, unitaires ou nuls
donc égaux. O

Commentaire : On peut alors envisager une implémentation de I'algorithme d’Euclide pour
la détermination du pged de deux polynomes.

3 Polynémes premiers entre eux

’Déﬁnition 13. Deuz polynomes P, Q de K[X] sont dits premiers entre eux si P A Q = 1.

Théoréme 6 (Théoréme de Bézout). Soient P, Q dans K[X]. On a
PAQ=1 << 3(U,V)eKX]?* | UP+VQ=1

Démonstration. Le sens direct est immédiat par définition de P A Q. Réciproquement, si 1 €
PK[X] + QKI[X], alors 1K[X] = PK[X] + QK[X] = (P A Q)K[X] d’ot1 1 et P A Q associés,
unitaires et donc égaux. O]

Proposition 18. Soient P, Q dans K[X]. On a P et Q premiers entre euz si et seulement s’ils
n’ont aucune racine complexe commune.

Démonstration. Supposons P A Q = 1. Il existe U, V dans K[X] tels que PU 4+ QV = 1. Soit «
une racine complexe de P (si P n’admet pas de racines, il n'y a pas de racines communes a P
et Q). Alors

P(@)U(e) + Q(@)V(a) = Q(a)V(a) =1 = Q(a) #0

Pour la réciproque, on montre la contraposée. On note P A Q = D et on suppose D # 1. Si
D =0, alors on a P =Q = 0. Si D # 0, alors le pged D est non constant (sans quoi on aurait
D = 1 puisqu’il est unitaire). D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, le polynome D admet
une racine complexe et comme D|P et D|Q, il s’ensuit que P et Q ont une racine commune. [

Proposition 19 (Lemme de Gauss). Soit A,B,C € K[X]. On a
ABC e AAB=1 = A|C
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Démonstration. 1l existe Q € K[X] tel que BC = AQ. Puis
C = C(UA + BV) = CUA 4+ BCV = CUA + AQV = A(CU 4+ QV)

d’ou le résultat. ]

Proposition 20. Soient A, B, C € K[X]. On a
AAB=1 e A|C et B|C = AB|C

Démonstration. 1l existe S, T € K[X] tel que C = AS = BT. Puis
C = C(UA + VB) = CUA + CVB = ABTU + ABSV = AB(TU + SV)

d’ou le résultat. O

Proposition 21. Soient A, B, C € K[X]. On a
ANBC=1 < AAB=1 e ANC=1
Plus généralement, soient A, By, ... B,, dans K[X]. On a

AA][Bi=1 < Vie[l;n] AAB;=1

=1

Démonstration. Supposons A A BC = 1. Il existe U, V dans K[X] tels que AU+ BCV =1 et le
sens direct suit. Réciproquement, il existe S, T, U,V dans K[X] tels que

AU+BV=1 et AS+CT=1

Dol AU+ BV(AS + CT) =1 <= A(U+BVS) +BC(VT) = 1

d’ou le résultat. La généralisation se montre par récurrence. O]

Proposition 22. Soient A, B, C € K[X]. On a
AANB=1 = AABC=AAC

Démonstration. On a A A C qui divise A et C donc A et BC donc A A BC. Puis D = A A BC
divise A. On note A = DS avec S € K[X]. Ona DSAB = 1 d’out DAB = 1 d’aprés la proposition
précédente. Comme D divise BC, on conclut avec le lemme de Gauss. Ainsi, les polynémes D
et A A C sont associés, unitaires ou nuls, donc égaux. ]

Proposition 23. Soient Py, ..., P, dans K[X]. L’ensemble > P, K[X] est un idéal de K[X]

=1

Démonstration. Conséquence de la proposition [9 O

Définition 14. Soient Py,...,P, dans K[X]. On appelle plus grand commun diviseur de

Pi,..., P, noté Py A ... P, le polynome unitaire ou nul engendrant ’idéal > P; K[X].
i=1

Proposition 24 (Relation de Bézout). Soit Py,..., P, € K[X] et D =Py A...P,. Il existe
Uy, ..., U, dans K[X] tels que

>P;U; =D
=1
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Démonstration. Immédiate par définition du pged. O

Proposition 25. Soient Py,..., P, dans K[X] et D = Py A...P,. On a D|P; pour tout i €
[1;n] et

Vie[l;n] S|P = S|D

Démonstration. On a P; € DK[X] = > P, K[X] d’oa D divise P;. Si S divise les P;, alors S
i=1

divise ZPzUZ
=1
Ou aussi P, K[X] ¢ SK[X] d'on 3 P K[X] = DK[X] C SK[X]. 0

=1

Proposition 26. Soient A, B, C dans K[X]. On a
AABAC=(AAB)AC

Démonstration. Notons D = A AB A C. On a D|A et D|B donc D|A A B puis D|C d’oil
D|(A A B) A C. Puis (A AB) A C divise C et AAB donc A et B et par conséquent divise D.
Ainsi, les polynomes sont associés, unitaires ou nuls, donc égaux. O

Remarque : On peut avoir Py A... AP, = 1 sans avoir P, AP; = 1 pour tout ¢ # j. « Premiers
deux a deux » est une condition plus forte. Un exemple simple est donné par

A=X B=X+1 C=XX+1)

4 TIrréductibles

Définition 15. Un polynome P € K[X] non constant est dit irréductible s’il n’est divisible que
par les polyndmes constants non nuls et ses polyndémes associés.

Exemple : Les polynomes de degré 1 sont irréductibles dans K[X].

T

Théoréme 7. Soit P € K[X] non constant. On a P = X [[ Py* avec r entier non nul, A € K,
k=1

P1, ..., P, wrréductibles unitaires deuzr o deux distincts et les oy des entiers non nuls. Cette

décomposition est unique a [’ordre pres.

Idée de la démonstration. Unicité par des arguments de divisibilité et existence par récurrence
forte sur deg P. O]

Proposition 27. Les polynomes irréductibles de R[X] sont exactement les polynomes de degré
1 et de degré 2 avec un discriminant strictement négatif. Les polynomes irréductibles de C[X]
sont exactement les polynomes de degré 1.

Démonstration. Soit P € C[X] irréductible. Comme P est non constant, il admet une racine
complexe a. Ainsi, on a X — « diviseur de P d’ou P associé a X — a. Soit P € R[X] de degré
2 avec un discriminant strictement négatif. Le polynome n’admet pas de racine réelle et donc
pas de diviseur de degré 1. Ainsi, les seuls diviseurs de P sont de degré 0 et 2 et sont donc les
polynémes constants non nuls et ses polynomes associés. Enfin, soit P € R[X] irréductible. Si P
admet une racine réelle o, alors X — « est diviseur de P d’ott P associé & X — . Supposons enfin
que P n’admet pas de racine réelle. Comme P est non constant, il admet une racine complexe
non réelle a et P(a) = P(a) = 0. Ainsi, les polynomes premiers entre eux X — a et X — @
divisent P (dans C[X]) ce qui prouvent que leur produit X* — 2Re (a)X + |a|* divise P dans
C[X] mais aussi dans R[X]. On en déduit que P est associé a ce polynome dont le discriminant

est strictement négatif. O
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IV Algébres

1 Définition

Définition 16. On appelle K-algébre un quadruplet (A, +, X,-) ot +, X sont des lois internes
et - un produit extérieur sur K vérifiant :

1. (A, +,") est un K-espace vectoriel ;
2. (A, +, x) est un anneau
8. VY, z,y) € K x A? A-z)y =X (2y) =z(\-y).

Si la loi x est commutative, l'algébre (A, +, X, ) est dite commutative.

Remarque : Dans ce qui suit, pour alléger la rédaction, on notera simplement A une algébre
en lieu et place de (A, +, X, -).

Rappels : (A, +, ) K-ev signifie : (A, +) est un groupe abélien et pour (u,v) € A% et (\, pu) €
K2, on a

Autv)=Xu+r-v  A4+p)-u= utp-u (A -u=X\(u-u) l-u=u
Exemples : K, K[X], .7 (X,K) sont des K-algébres commutatives.
Z(E), #,(K) avec dimE > 1 et n > 1 sont des K-algébres non commutatives.

Une C-algébre est une R-algeébre. En particulier, C est une R-algébre commutative, intégre, de
dimension 2.

2 Sous-algébre

Définition 17. On appelle sous-algébre d’une K-algebre A une partie B de A vérifiant :
1. 1, €B;
2. V(\,z,y) € K x B2 Ax+yeB;
3. V(z,y) € B zy € B.

Remarque : Une sous algébre de A est un sev et un sous-anneau de A.

Proposition 28. Une sous-algébre d’une K-algébre posséde une structure de K-algébre.

Démonstration. Immeédiate. O

Exemples : 1. R est une sous-algébre de C.

2. Pour u € Z(E), on note ¢ (u) = {v € Z(E) | uov =wvou} appelé le commutant de u. € (u)
est une sous-algebre de Z(E).

3. KN = .7 (N, K) est une K-algébre commutative. L’ensemble ¢ = {(uy,), € K" | (u,) converge}
est une sous-algébre de KV, donc commutative.

3 Morphisme d’algébres

Définition 18. Soient A et A’ deuz K-algébres. On appelle morphisme d’algébres de A wvers
A’ une application ¢ : A — A" vérifiant ;

1. (,0(1A) = lA/ g9
2. V(\, z,y) € K x A? eA-z+y) =X o)+ e(y);
3. V(z,y) € A2 p(zy) = o(x)o(y)
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Proposition 29. Soit o : A — A’ un morphisme d’algébres. L’image Im ¢ est une sous-algébre
de A’ et le noyau Ker o = o= 1({0a}) est un sev de A. Si de plus I’algébre A est commutative,
alors Ker o est un idéal de A et Im ¢ est une sous-algébre commutative de A’.

Démonstration. On a 15 = ¢(14) € ITm ¢, Im ¢ stable par combinaison linéaire et stable par
produit ce qui prouve que c¢’est une sous-algébre de A’. On a Ker ¢ sev de A en tant que noyau
d’application linéaire. Supposons A commutative. On a

V(z,y) €A% o(x)e(y) = e(zy) = p(yz) = o(y)p(z)
ce qui prouve que Im ¢ est une sous-algébre commutative de A’. Pour (a,z) € A x Ker ¢, on
a p(ax) = p(a)p(x) =0 d’ot ax € Ker ¢ et Ker ¢ est un sous-groupe de (A, +) puisque c¢’est
un sev de A vu comme K-ev. m

Exemples : 1. L’application ¢ : Z#(X,K) — K, f — f(x) avec x € X est un morphisme
d’algébres appelé morphisme d’évaluation. Comme % (X, K) est une K-algébre commutative, le
noyau Ker ¢ est un sev et un idéal de .7 (X, K).

2. Soit € = {(un)n € KN | (uy,) converge} et ¢ : € = K, (u,), = lim u,. L’application ¢ est
n—+oo

un morphisme d’algébres. Comme % est une K-algébre commutative, le noyau Ker ¢ est un
sev et un idéal de €.
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Annexe

Théoréme 3. Soient A, B dans K[X] avec B # 0. II existe un unique couple (Q,R) € K[X]? tel
que

A=BQ+R e degR <degB
On appelle Q le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

Démonstration. Si B|A, alors il existe Q € K[X] tel que A = BQ et on choisit R = 0. Supposons
que B ne divise pas A. La partie D = {deg(A — BS),S € K[X]} est une partie non vide de N
donc admet un plus petit élément. Soit Q € K[X] tel que deg(A — BQ) soit minimal. On pose
R = A — BQ. Supposons degR > degB. On note R = pX" + ... et B = X’ + ... avec p et 3
non nuls. On a

R— ngrb — A+ (Q . %XT”> B avec deg (R . %BX””) < degR

ce qui est absurde par choix de R. On en déduit deg R < deg B d’ou I'existence. Pour 'unicité,
suposons qu’on ait deux couples (Q1,R1) et (Qa, Ra) solutions. I1 vient

B(Q2 — Qi) =Ri — Ry

d’ott deg(R; — Ry) = deg B+ deg(Qa — Q) et deg(R; — Ry) < deg B. Il en résulte Q; = Qy puis
R1 - R2. D

Proposition 30. Soit P € K[X] irréductible unitaire et A € K[X]. On a
P{A <= PAA=1

Démonstration. On a P A A|P d’ou P A A constant ou associé & P. Comme P A A est unitaire,
alors PAA € {1,P}. Si PAA =P, alors P = P A AJA. Réciproquement, si P|A, alors P|P A A
dou PAA # 1. O

Proposition 31. Soit A € K[X], n entier non nul et P € K[X] irréductible unitaire. On a
P|A < P|A"

Démonstration. Avec la proposition on a par récurrence sur n entier

PAA=1 < PAA"=1

Ainsi P{A < PAA=1 <<= PAA"=1 < P{A"

d’ou le résultat par négation. O

Proposition 32 (Lemme d’Euclide). Soit (A,B) € K[X]? et P € K[X] irréductible unitaire.
On a

PIAB = P|A ou P|B

Démonstration. Supposons que P ne divise pas A. Alors, on a P A A = 1 et d’aprés le lemme
de Gauss, il vient P|B. O

Théoréme 7. Soit P € K[X] non constant. On a P = X [[ P3* avec r entier non nul, A € K,
k=1
Pq,..., P, wrréductibles unitaires deux & deux distincts et les «y, des entiers non nuls. Cette

décomposition est unique a [’ordre prés.
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Démonstration. Pour I'existence, on procéde par récurrence forte sur n = degP. Le cas n = 1
est immédiat. Supposons le résultat vrai jusqu'au degré n entier non nul fixé. Soit P € K[X]
de degré n + 1. Si P est irréductible, c’est immédiat. Sinon, le polynéme P admet un facteur
irréductible unitaire Q et notant P = QR, on applique I’hypothése de récurrence a R. L’existence
suit par principe de récurrence. Supposons qu’on dispose de deux écritures

P=ATI P =u ]l Q)
k=1 j=1

avec A, i scalaires non nuls, les Py, et Q; irréductibles unitaires, deux & deux distincts et les oy,
et [3; entiers non nuls. Par examen du coefficient dominant a droite et & gauche, il vient A\ = p.

Soit k € [1; r]. Ona Pyl [] ij d’ou, d’aprés le lemme d’Euclide, 'existence de j € [1; s] tel
j=1

que Pk\ij d’ou Px|Q; par irréductibilité de P,. Comme Py et Q; sont irréductibles unitaires,
il s’ensuit P, = Q;. L’indice j correspondant a k est unique puisque les polynémes intervenant
dans la décomposition sont deux a deux distincts. Ainsi, pour k € [1; r], il existe un unique
Jj€[1; s] tel que Py, = Q. On dispose d’une injection de [1; 7] dans [1; s] d’ou r < s et par
symétrie des roles, on trouve r = s. Les polynomes irréductibles intervenant dans chacun des
produits sont donc les mémes et en méme nombre. Enfin, pour k € [1; r]et £ € [1; r] ~{k},
on a Py AP, =1 et par des récurrences en invoquant la proposition , on obtient Py* AP?Z =1
d’ou
PA I Pr=1
e[ 1;r]~{k}

D’aprés le lemme de Gauss, il s’ensuit PZ"ﬂPf’“ d’on oy, < By et ap = By par symétrie des roles
ce qui clot 'unicité. O

Théoréme 8 (d’Alembert-Gauss). Tout polynome non constant de C[X] admet une racine.

Démonstration. Soit P = > aq;X¥ € C[X] avec n entier non nul et a, # 0. Par inégalité
k=0
triangulaire, il vient

n—1
a2 + Y agz”
k=0

n—1
S apz®
k=0

V:eC  [P(2)| =

> lan| [2]" -

n—1
n k n
2 |an| |2] —kZOIGkIIZI MZOOIZnIIZI (I40(1))

—+

Par comparaison |IP(z)]| —— +©

|z| =400
Ainsi, on dispose de R > 0 tel que
VzeC lz| >R = |P(2)| = |P(0)]
On en déduit Inf |P(2)| = Inf |P(2)|
z€C |z|<R

Le disque fermé D;(0,R) est un fermé borné de C donc un compact de C et la fonction z —
|P(2)| continue comme composée de fonctions continues (le module avec z — P(z)) y atteint
ses bornes. Ainsi, on dispose de 2y € D;(0,R) tel que

P(z0)| = In [P(2)

Supposons P(zy) # 0. On pose Q =

P(Z(])P(ZO +X). On a
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1z 1 & a
Q= ap(zo + X)F = ag MXeEt= 1 Xny 41
Pl 0 = By BB = )
Ainsi, notant Q = 1+ > by X*, I'ensemble {k € [1; n] | by # 0} est non vide et admet donc

k=1
un minimum qu’on note £. Il vient

Q(2) =1+ bzt (1 4+ p(2)) avec (z) — 0

z—0

1
On choisit r > 0 tel que |p(z)] < 5 pour |z] < r. On précise Iécriture trigonométrique de by

avec by, = |b| el oul 0 réel. Par suite, pour p > 0, on choisit une direction pour aller & 'opposé
de 0 afin de descendre plus bas avec

Q (pe ) =1 — [bo| p — [be] pl(. - )
et pour p € |0;r[, on obtient par inégalité triangulaire
‘ 1
‘Q (p671(9+7r)/@)| < |1 — |by] ,OE‘ + 5 A pf

Comme 1 — |by| p* — 1 > 0, on dispose de € € ] 0;7 [ tel que
p—

Vpe]0;e| 1 — |be| p* >0

. 1
Par conséquent Vpe]0;e] |Q (pe /O] <1 - 5 |be| pf < 1
On peut donc trouver z € C tel que
[P(z0 + 2)] < [P(20)]

ce qui est contredit le choix de zg. L’hypothése P(zy) # 0 est donc fausse et par conséquent, on
a montré P(zy) = 0. O
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