ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°12

Exercice 1 (**%*)
Soient f,g: 1 — R convexes, positives vérifiant

V(z,y) e > (f(z) = fy)) (9(z) —g(y)) =0

Montrer que le produit fg est convexe.

Corrigé : Supposons dans un premier temps f et g deux fois dérivables. Par dérivation, on a

(fo) =flg+fgd  (fo)'=f'g+2f9+ fg"

Comme les fonctions f et g ont méme variation, le produit f’¢’ est positif et tous les autres

termes intervenant dans (fg)” sont positifs d’ou la convexité de fg. Vérifions que le résultat a
lieu sans I’hypothése de dérivabilité. Soit (z,y) € 2. On pose

VAE[051]  AQ) =Afg(@)+ (1 =A)fg(y) — fo(Az + (1= A)y)
En faisant le produit des inégalités de convexité pour f et g qui sont positives, on obtient pour
Ae[0;1]

A Z Mfglx) + (1 =N fgly) — (Af(z) + (1 = A) f(y)) (Ag(z) + (1 = Ng(y))
On développe, on factorise et on obtient

AN = A1 =N) (fg(x) + fog(y) — f(@)g(y) — f(y)g(x))

Enfin, en observant I’égalité

(fa(x) + faly) — f(@)g(y) — f(y)g(x)) = (f(x) — f(y)) (9(x) — g(y))

On obtient AN) Z M1 =N) (f(z) — f(y)) (9(z) —g(y))

Comme les fonctions f et g ont méme variations, le produit (f(z) — f(y)) (g(z) — g(y)) est positif
et on obtient

YAE[0:1] AN =0

Autrement dit ’Le produit fg est convexe.‘

Exercice 2 (***)
Soit (€2, IP) un espace probabilisé fini. Pour X variable aléatoire, on définit I’entropie de X notée
H(X) par
HX)=—- > PX=z)IhP(X=12x)
zeX(Q)

avec pour convention 01n0 = 0. Intuitivement, 'entropie correspond a la quantité d’information
délivrée par la variable aléatoire X ou encore a I'incertitude (ou désordre) liée aux valeurs prises
par X.

1. Montrer 0 < H(X) < InCard X(92)



2. Montrer HX)=0 <= 30eX(Q) | PX=a)=1

3. Montrer H(X) =InCard X(2) <= X~ %)

Corrigé : 1. La minoration est immédiate. Notons n = Card X(f2). Posons f(u) = —ulnu pour
u > 0.On a f dérivable et f'(u) = —(Inu+1) pour u > 0 d’ou f’ décroissante et par conséquent
f concave. En considérant la tangente en 1 et avec la convention 0ln0 = 0, on obtient

Yu >0 —ulhnhu<l—u

On l'applique a nP(X = z) pour x € X() et il vient

Vo € X(9) —nPX=2z)(Inn+ImPX=2)) <1—-nP(X=ux)
D’ou —nlnn Y PX=z2)+nHX)< > 1-n > PX=z)=n—-n=0
zeX(Q) zeX(Q) zeX(Q
N ~~ ~—— —_—

=1 =n =1

ce qui prouve H(X) < Inn autrement dit

0 < H(X) < InCard X(Q2)

2. Supposons qu'il existe a € X(2) tel que P(X = a) = 1. Par conséquent
Vo € X(Q) \ {a} 0<SPX=2)<PX#1)=1-P(X=a)=0

Ainsi HX)=- > PX=2z)xhPX=ux)
zeX(Q)
= -PX=a)nPX=0a)— >, PX=z)lhPX=2)=0
T/ zeX(Q)~{a} > ;,O

Réciproquement, supposons H(X) = 0. On a
HX)= > -PX=2z)xhP(X=uz)

zeX(Q) ;6

Il s’agit d’une somme de termes positifs donc H(X) est nulle si et seulement chaque terme de la
somme est nul et par suite

Vo e X(§) PX=2)>0 = PX=2z)=1
Or la famille ({X = 2}),.x(q) forme un systéme complet d’événements donc > P(X=uz) =1
zeX(Q)
donc il existe nécessairement a € X(Q2) tel que P(X = a) > 0 et par conséquent P(X = a) = 1.
On a donc montré

HX)=0 < JaeX(Q) | PX=a)=1

3. Notons n = Card X(2). Supposons X ~ %xq). 11 vient
1 1 1
HX)=— > —In (—) =—In (—) =1Inn

zeX(@) n n

Réciproquement, supposons H(X) = Inn. En considérant que 'inégalité de la question 1 est une
égalité, on obtient

Yoo [-nPX=2)ln(nP(X=2))— (1 —-nP(X=21))]=0

z€X(0)

et d’apreés 'inégalité —ulnu < 1 — u pour u > 0, les termes de la somme sont négatifs d’ou



Vo € X() —nPX=2)In(nP(X=12)) =1—-nP(X =x)

Or l'inégalité —ulnu < 1 —w est une égalité pour u > 0 si et seulement si u = 1 (faire une étude
de fonctions) d’ou

Vo € X(Q) nPX=1z)=1

Ainsi H(X) = InCard X(Q) <= X~ %)

Exercice 3 (***)

Soit P € C[X] avec degP > 1. L’ensemble des racines de P’ est contenu dans 'enveloppe convexe
des racines de P.

Corrigé : On écrit P = [[(X — \;)™ écriture scindée dans C[X] avec les \; racines de P. On a
i=1

*Q

r m;
P i:ZlX—)\i

Soit « une racine de P’ non racine de P (sinon, ¢’est trivial). On obtient, en multipliant par le
conjugué puis en conjuguant l’expression finale

mi(o — i)

Pla)=0 = > =0 = ——O
(@) ;&—Ai ZZ o — \|?
0 M=S—"" ot Vie[l;r] L_mi
n pose et Vi T ==
P :|oz—/\| M Ma— AP
On a a=> A avec Yie[l;r] pi =0 et > =1
=1 =1

Ainsi

L’ensemble des racines de P’ est contenu dans I’enveloppe convexe des racines de P.

Remarque : Il s’agit du théoréme de Gauss-Lucas.

Exercice 4 (***)

Soit E un R-ev. Pour X C E, on définit I’enveloppe convezre de X par

Conv(X) = ﬂ K
K convexe DX

1. Justifier qu’il s’agit du plus petit convexe contenant X.

2. Montrer que I’enveloppe convexe de X est I'ensemble des combinaisons convexes de X,
1.€.

COHV(X) = {Zaimi,n 2 1, (xi>i€[[1;n]] € Xn, (Oéi)ie[[l;nﬂ € RZ et EO%' = 1}
=1 =1

Corrigé : 1. Comme une intersection de convexes est un convexe, ’ensemble Conv(X) est un
convexe et il est, par définition, inclus dans tout convexe de E contenant X d’ou

’L’enveloppe convexe de X est le plus petit convexe contenant X.‘

2. Soient z,y des combinaisons convexes de X, ¢’est-a-dire



m

=) 0x; et Y= [;Y;
i=1

j=1

n m
avec n,m entiers non nuls, les a;, pr; > 0 vérifiant Y oy = > p; = 1 et les x;,y; dans X. Pour
i=1 j=1

A€[0;1],0ona

Az 4+ (1= Ny =Y Az + > (1 — Ny,
i=1 =1

n m
Les scalaires Aoy, (1 —X)pu; sont positifs et Y " Aa; + > (1—A)p; = 1 ce qui prouve que 'ensemble
i=1 j=1
des combinaisons convexes de X est un convexe et qui contient clairement X. Ainsi, 'enveloppe
convexe est contenue dans I’ensemble des combinaisons convexes de X. Puis, comme 'enveloppe
convexe de X est convexe, elle est égale a I'ensemble des combinaisons convexes de ses vecteurs.

Ainsi, 'enveloppe convexe contient ’ensemble des combinaisons convexes de X. On conclut

Conv(X) = {Zaixi,n > 1, (@i)icf1:n] € X™, (i)ic[1;n] ERY et Doy = 1}
=1 =1

Exercice 5 (***)

Soit f:[0;1] — R convexe dérivable. Montrer
[+ [ f() — '(0)
o< LI [ < OTSO

Corrigé : Par convexité, le graphe de f est sous la corde entre 0 et 1 d’onl

vee [051]  f(t) < f(0)+t(f(1) — £(0))
Et aprés intégration

/Of(t)dt§/0 (f(0) +¢(f(1) = £(0))) dt:w

Toujours par convexité, le graphe de f se situant au dessus des tangentes prises en 0 et 1, on a

vie0n| S0 O+ O e vie| | pwz rn -

Ainsi, aprés intégration
1

/ SOLE [ e+ s as [+ rae-a
1010 10 11h

On conclut 0< M _ /0 yar < IO - £'(0)

Exercice 6 (****)

Soit f : R — R convexe dérivable.

1. Montrer que g(z) = f(z) — xf'(x) admet une limite (finie ou infinie) pour z — +o0.



9 o piw)

2. On suppose que g admet une limite finie p pour x — +oo. Montrer que

admettent une méme limite finie m pour z — +oo.

3. Montrer alors flz) —mz—p ——0

T—r+00
Corrigé : 1. En supposant f deux fois dérivable, on trouve ¢'(z) =
Montrons ce résultat avec les hypothéses du sujet. Soit y >z > 0. On

9(y) —g(@) = f(y) + (z —y)f'(y) — f(z) +a [f((x) — f'(y)]

-~

<0 SO

xf”( ) < 0 pour = > 0.

La premiére inégalité résulte de la position graphe/tangente en y et la deuxiéme vient par
croissance de f'.

On en déduit Vyzaz>0  g(y) —g(x)<0

Ainsi, la fonction g décroit sur [0;+o00 [ et d’aprés le théoréme de limite monotone

’La fonction g admet une limite finie ou infinie en +oo.‘

2. Posons Ve >0 4’0<x) = W et ?/)(:E) _ f(l') ; f(O)

Par dérivation, on a

V>0 @) - 5l - o) - = - L

x? x?
1 g(x) — f(0
o Ve 0 wla) =~ (@) () - f0)] = -2 IO
La fonction g étant décroissante, on a p < g(z) < g(O) pour tout z > 0 on en déduit
Vo >0 P'(x) <0 et ¢(x)=0
et on a également Vo >0 U(x) < (z)
Ainsi Ve > 1 (1) < P(z) < olz) < (1)
Par limite monotone, les fonctions ¢ et 1) admettent donc des limites finies en +oco. Enfin, on a
0) —
Ve >0 w(x)—w(x):ﬂ )=p 0
€T T—r+00

On en déduit que les fonctions ¢ et 1) admettent une méme limite finie m en +oo. Ainsi, on
obtient pour x > 0

@ @+ = mroll) e £ - @ _ @ = mto(l)+” +;(1>
On conclut
f( )

Les fonctions et f'(x) admettent une méme limite finie m pour x — +oc.

Remarque : On a mis en ceuvre une version continue du résultat des suites adjacentes.

Variantes : (a) Avec des hypothéses un peu renforcées, on peut procéder differemment, sans
I'introduction des fonctions ¢ et ¥ qui n’est pas complétement évidente. Supposons f € €*(R,R).

fz)

T

On pose Ve >0 h(z) =



La fonction h est dérivable sur | 0;+oc0 [ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénomi-
nateur ne s’annule pas et par dérivation

Vo >0 (x) = -

Par hypothése, il existe M > 0 et tel que |g(z)| < M pour x > 1. Par suite

@ * Mdt
Wit)ydt| < [ — <M
1 1 t2

Par conséquent, la fonction h n’admet pas de limite infinie en +0o. Or, on a

ve> 1 |h() - h(1)| =

o) = O1) = hlw)— () = 22— o)

+0o0 €T +00

et comme [’ croit par convexité de f, celle-ci admet une limite finie ou infinie en +oo d’aprés le
théoréme de limite monotone et de méme pour h d’aprés ’égalité précédente. On retrouve alors
le résultat attendu.

(b) On peut conserver I'idée du contrdle de h avec seulement I’hypothése de dérivabilité de f en
suivant un démarche discrétisée. Pour x > 1, on décompose

|z]—1
h(z) = h(1) = k; [h(k +1) = h(k)] + h(z) — h([z])

D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a

VE>1 b+ 1) =) <o ot Va1 |h()—h(z)) <

Ainsi Ve > 1 |h(z) — h(1)] < = 0O(1)
On conclut comme précédemment.

3. La fonction ¢ décroit et p(x) —— m d’oit p(z) > m pour tout x > 0 et par conséquent
T—+00

Vo >0 flz) —max >p
Par ailleurs, comme f’ croit et tend vers m en +o0o, on obtient

V>0 p< f(z) —ma < f(z) - af'(2)

Par encadrement flz)—mz—p ——0

r—r+00

Exercice 7 (***%*)

Soit E un R-ev de dimension n et X C E. Montrer que tout élément de Conv(X) peut s’écrire
comme combinaison convexe de n + 1 éléments de X.

p p
Corrigé : Soit x € Conv(X). On a x = > a;x; avec les a; = 0 tels que > a; = 1 et les z; dans
i=1 i=1

X. On suppose p > n+ 1. Par suite, la famille (zg — 21,23 — 21, ..., 2, — 1) est liée. Il existe des
p p p

réels 3; non tous nuls tels que Y f;(z; — x1) = 0. On pose 1 = —>_ ;. Ainsi, on a Y fix; =0
i=2 i=2 i=1

et par suite



p
i=1

Comme les (; ne sont pas tous nuls et de somme nulle, I'un d’entre eux est strictement négatif.
On pose

T:min{—%,ﬂi<0} et Vie[l;p] Ai = a; + T

a.
Si 3; > 0, alors \; > 0 comme somme de termes positifs. Si 8; < 0 alors —— > 7 <= \; > 0.

Ainsi, les \; sont positifs, de somme égale a 1 et il existe un ig tel que \;, est nul (I'indice qui
réalise le minimum dans la définition de 7). Il vient

ie[1;p]{io}
On est donc passé pour 'écriture de x d’une combinaison convexe de p éléments & une combi-

naison convexe de p — 1 éléments. En itérant, ce procédé, on se raméne & n + 1 éléments. On
conclut

Tout élément de Conv(X) peut s’écrire comme combinaison convexe de n + 1 éléments de X.

Remarque : Il s’agit du théoréme de Carathéodory.



