ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025 19/09/2024

Corrigé du devoir en temps libre n°2

Probléme 1

1 — cos(t)
t2
avec X =R, et I =]0;+00[. Vérifions les hypothéses du théoréme de continuité sous U'intégrale.
e Pour z € X, on a t — f(z,t) € €,m(I,R) par théorémes généraux.

e Pourt€l,onaxw— f(x,t) € €X,R) par théorémes généraux.
e Domination : On a

—xt

1. On pose V(z,t) e X x 1 flx,t) =

1 — cos(t)
V) eXx1  [fa 0] <o) avee (t) =
O € 6m(I,R is p(t £/2 ! tp(t) = O<1)d’\l" tégrabilité d
naee Cm(l, +)pu1s.<,p()t:0 s 0 3 ° go()t_;Oo 5> ) d'ott Vintégrabilité de ¢ sur

1. Ainsi

La fonction F est définie, continue sur [0;+00 .

On pose X' =]0;+o00 [. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité € sous I'intégrale.

e Pour x € X', on atw— f(x,t) € €pm(L,R) et intégrable d’aprés la domination précédente.
ePourt el onax— f(z,t) € %X, R) par théorémes généraux. Par dérivation, on trouve

_1—cos(t)efxt ot 0% f

V(l’,t) € Xl x 1 —(l’,t) = ; @

(ﬁ, t) = (1 - Cos(t»eﬂct

e Pour z € X/, on a

_ O(t) —axt af o (1>
e S e T 0ot grlet) 2 ol

0
d’ou l'intégrabilité de ¢ — a—f(x, t) sur L.
T
82
e Pourze X onat— a—];(x, t) € €pm (L, R) par théorémes généraux.
x

e Domination : On procéde localement pour conserver le terme avec ’exponentielle. Pour a > 0,
on a

a2—f(x,t)‘ < p(t) avec p(t) =2e

V(z,t) € [a;+o00[ x 1 52

+00 1
On a ¢ € 6,,(I,R.) et ¢ intégrable sur I puisque / e % dt = ~. Ainsi, on a F de classe 62
0 a

sur [a;+00 [ pour tout a > 0 d’ou

F e ¢2(]0;+00[,R)

2. Par dérivation sous l'intégrale, on a
1 — cos(t)

+00
Ve >0 F'(x) = / -
0 t

D’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange et I'inégalité des accroissements finis, on a

e vt dt

1



2

t
VteR |1—cos(t)|<§ et |1 —cos(t)] <t

Comme t — e~ est intégrable sur I (faussement impropre en 0 et critére de comparaison et
Riemann en +00), on a

xt

+ooe—xt 1 +00 1
Vo >0 O<F(x)</ dt = — et 0<F’(x)</ e dt = —
0 2 2z 0 x

Ainsi, par encadrement, on conclut

F(r) —— 0 et F(z) ——0
T—r+00 T—r+00

3. Par dérivation sous l'intégrale, on a
+oo
Ve >0 F'(z) = / (1 —cos(t))e " dt
0

Par linéarité car convergence des intégrales, on trouve pour x > 0

+00 +00 1 +0oo ) 1 1
F'(z) = / e " dt — / cos(t)e ™ dt = — — Re / e (@) dt = — — Re < )
0 0 0

T T |

T

1
Dot Ve >0 F” = - —
ol T (x) P

Par intégration, il vient

1
Ve >0  F'(x) :ln(x)—ﬁln(a?%—l)—i—a avec a €R

1 2
Or Ve >0 F’(x)zéln(x2x+1)+ama:0
o , 1 9
Ainsi Vo >0 F'(z) = In(x) — 5 In(z* + 1)
1
4. On pose Ve >0 G(z) =zln(z) — ixln(xQ + 1) — Arctan (z) + g

La fonction G est dérivable sur |0;+o00 [ et par dérivation, on trouve

Ve>0  G'(z)=F(z)

d’ott Ve >0 F(z) =G(z)+ 5 avec peR
. 1 1 s
Puis YV >0 G(z) = —Exln 1+ el Arctan (x) + 5
1/1 1 us
=3 (; +o0 <5)> — Arctan (z) + 3 o 0

ce qui prouve que § = 0. Enfin, par continuité de F en 0, on a

F(0) = lim F(z) = lim x In(z) — z In(2? + 1) — Arctan (x) + L
z—0 z—0 2 2 2

V>0  F(z)=zln(x)— %xln(xQ + 1) — Arctan (z) + g

Et on conclut T




Probléme 11

In(1 + z cos(t))

1. On pose V(z,t) e X x1 flx,t) =

cos(t)
avec X = [—1;1] etI:} ,g [ On vérifie :
e Pour z € X, on a t — f(z,t) € €,m(I,R) avec notamment un prolongement par continuité en
™ .
— puisque
5 Puisqu
In(1 + x cos(t))
> T

cos(t) T

e Pourte€l,onaxw— f(x,t) € €X,R) par théorémes généraux.
e Domination : En distinguant selon le signe de x et cos(t), on obtient
In(1 — cos(t))
V(z,t) € X x 1 ) < ot )= ———

(2,1 F@ 0l < elt) avec o(t) o~

On a o(t) —> 1 et o(t) ~ —1In(t) =0 (\%)

t%g t—0 t—

d’ot son intégrabilité sur I. On conclut

Fe?(-1;1],R)

2. Soit X' =] —1;1[. On vérifie :
e Pour x € X', on atw— f(x,t) € €,m(l,R), intégrable sur I d’aprés la domination précédente.
e Pourt €I, on a x — f(z,t) € € (X', R). Par dérivation, on trouve

, of B 1
v(z,t) € Xx I oz (z,6) = 1 4 x cos(t)

6—£(1:,t) € Gom(LR).

e Domination : Soit a € |0;1[. On a

ePourzr e X',onat—

V(z,t) € [—a;1] x1

2 ] < vty e w10~

1—a

et 1 clairement continue par morceaux et intégrable sur I. Ainsi, la fonction F est de classe €'
sur [—a; 1] pour tout a € |0;1[ et par conséquent

Feé¢'(-1;1[.R)

3. Par dérivation sous l'intégrale, on trouve

| , af 2 dt
vee]l-Lil[ Flo)= [ i tdi= /Ol—f—x—(x)s(t)

t
On effectue le changement de variable v = tan <§> Soit ¢ : ]0;1[ — } 0; g [,u — 2 Arctan u

fonction de classe €, bijective, strictement croissante. On obtient par convergence et donc
égalité des intégrales concernées

/’5 dt _/1 2 du
o 1+zcos(t) Jo 1+x+(1—x)u?




. ! 2du 2 1—x T—z\1'
Puis = Arctan | u
o l+z+(1—-2)uz 1-—x 1+zx l+a/],
2

72 Arccos?z

On pose Ve e[—1;1] G(x):§— 5
La fonction G est dérivable sur | —1; 1| comme composée de telles fonctions et par dérivation, il
vient

, Arccos x

Toujours par dérivation, on trouve
1—x
Arctan 4/
1+

1-— 1
L — Arccos x + Ct®
1+z 2

et la constante d’intégration est nulle en examinant x = 0. On a donc
Vee]—1;1] F'(z) = G'(z) et F(0)=G(0)

ce qui prouve que F et G coincident sur | —1;1[. Enfin, par continuité de F sur [—1;1], on
conclut

1
N

X

D’ou Vee]—1;1] Arctan

72 Arccos®x

Vee[-1;1]  Flo)="¢ 5




