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Dans ce chapitre, l'ensemble E désigne un K-ev avec K = R ou C.

I Espaces vectoriels

1 Sous-espaces vectoriels

Proposition 1. Soit F ⊂ E. On a F sev de E si et seulement si

0E ∈ F et ∀(x, y, λ) ∈ F2 ×K λx+ y ∈ F

Proposition 2. Une intersection de sev de E est un sev de E.

Dé�nition 1. Soit X ⊂ E. On appelle espace engendré par X le sev noté Vect (X) dé�ni par

Vect (X) =
⋂

F sev ⊃X

F

Proposition 3. Soit X ⊂ E. Le sev Vect (X) est le plus petit sev contenant X.

2 Combinaisons linéaires

On note K(I) l'ensemble des familles presque nulles de scalaires de K.

Dé�nition 2. Soit (xi)i∈I famille de vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire des (xi)i∈I
un élément de la forme

∑
i∈I

αixi avec (αi)i∈I ∈ K(I).

Proposition 4. Soit (xi)i∈I famille de vecteurs de E. On a

Vect (xi)i∈I =

ß∑
i∈I

αixi, (αi)i∈I ∈ K(I)

™
En particulier, pour x ∈ E, on a Vect (x) = {αx, α ∈ K}

et pour (x1, . . . , xn) ∈ En, on a

Vect (x1, . . . , xn) =

ß
n∑

i=1

αixi, (αi)1⩽i⩽n ∈ Kn

™
Dé�nition 3. Soit (xi)i∈I famille de vecteurs de E. C'est une famille libre si

∀(αi)i∈I ∈ K(I)
∑
i∈I

αixi = 0E =⇒ ∀i ∈ I αi = 0

C'est une famille liée si ∃(αi)i∈I ∈ K(I) ∖ {0KI} |
∑
i∈I

αixi = 0E

Dé�nition 4. On appelle droite vectorielle un sev de la forme Vect (x) avec x ∈ E ∖ {0E} et
plan vectoriel un sev de la forme Vect (x, y) avec (x, y) ∈ E2 libre.

Dé�nition 5. Soit F sev de E. Une famille (xi)i∈I de vecteurs de E est génératrice de F si

F = Vect (xi)i∈I

Dé�nition 6. Une base de E est une famille libre et génératrice de E.

Théorème 1. Tout vecteur de E se décompose comme une unique combinaison linéaire des
vecteurs d'une base de E.
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3 Sommes de sev

Proposition 5. Soient F1, . . . ,Fp des sev de E. La somme

p∑
i=1

Fi =

ß
p∑

i=1

xi, (x1, . . . , xp) ∈ F1 × . . .Fp

™
est un sev de E contenant chacun des Fk.

Démonstration. Chaque sev Fi contient 0E d'où 0E =
p∑

i=1

0E ∈
p∑

i=1

Fi. Soit λ ∈ K et x, y dans

p∑
i=1

Fi. On dispose de (xi)1⩽i⩽p et (yi)1⩽i⩽p dans
p∑

i=1

Fi. Il vient

λx+ y =
p∑

i=1

(λxi + yi)︸ ︷︷ ︸
∈Fi

∈
p∑

i=1

Fi

ce qui prouve que
p∑

i=1

Fi est bien un sev de E. Par ailleurs, pour k ∈ [[ 1 ; p ]] et xk ∈ Fk, avec

xi = 0E pour tout i ∈ [[ 1 ; p ]]∖ {k}, on a xk =
p∑

i=1

xi ∈
p∑

i=1

Fi et ceci vaut pour tout xk ∈ Fk d'où

Fk ⊂
p∑

i=1

Fi.

Dé�nition 7. Soient F1, . . . ,Fp des sev de E. La somme
p∑

i=1

Fi est directe si

∀x ∈
p∑

i=1

Fi ∃!(xi)1⩽i⩽p ∈
p∏

i=1

Fi | x =
p∑

i=1

xi

On note
p⊕

i=1

Fi cette somme.

Proposition 6. Soient F, G sev de E. On a

F + G = F⊕G ⇐⇒ F ∩G = {0E}

Dé�nition 8. Des sev F et G de E sont dits supplémentaires si E = F⊕G.

Proposition 7. Soient F1, . . . ,Fp des sev de E. On a
p∑

i=1

Fi =
p⊕

i=1

Fi ⇐⇒ ∀(xi)1⩽i⩽p ∈
p∏

i=1

Fi

p∑
i=1

xi = 0E =⇒ ∀i ∈ [[ 1 ; p ]] xi = 0E

Démonstration. Le sens direct est immédiat puisque
p∑

i=1

0E = 0E et qu'une telle décomposition

dans
p⊕

i=1

Fi est unique. Réciproquement, soient (xi)1⩽i⩽p et (yi)1⩽i⩽p dans
p∏

i=1

Fi tels que
p∑

i=1

xi =

p∑
i=1

yi. Il s'ensuit
p∑

i=1

(xi − yi)︸ ︷︷ ︸
∈Fi

= 0E d'où xi = yi pour tout i ∈ [[ 1 ; p ]] ce qui prouve l'unicité.

Proposition 8. Soit F sev de E et F1, . . . ,Fp des sev de E de bases respectives B1, . . . ,Bp.

On a F =
p⊕

k=1

Fk ⇐⇒
p⊎

k=1

Bk est une base de F
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Démonstration. Pour k ∈ [[ 1 ; p ]], on note Bk = (ei,k)i∈Ik . On a

F =
p⊕

k=1

Fk ⇐⇒ ∀x ∈ F ∃!(xk)1⩽k⩽p ∈
p∏

k=1

Fk | x =
p∑

k=1

xk

⇐⇒ ∀x ∈ F ∃!
Ä
(αi,1)i∈I1 , . . . , (αi,p)i∈Ip

ä
∈

p∏
k=1

K(Ik) | x =
p∑

k=1

Ç∑
i∈Ik

αi,kei,k

å
Vocabulaire : Une base de

p⊕
k=1

Fk obtenue par concaténation de bases de Fk est dite adaptée

à la somme directe.

II Dimension �nie

1 Bases

Dé�nition 9. Un K-ev est de dimension �nie s'il admet une famille génératrice �nie.

Théorème 2. Soit E un K-ev de dimension �nie. Toute famille libre peut être complétée en
base de E.

Théorème 3. Tout K-ev de dimension �nie admet une base. Toutes les bases de cet espace
sont �nies et ont même cardinal appelé dimension.

Remarque : L'espace nul admet comme base la famille vide et est de dimension nulle.

Dé�nition 10. Soit (x1, . . . , xp) ∈ Ep. Le rang de la famille (x1, . . . , xp) est la dimension de
Vect (x1, . . . , xp).

Théorème 4. Soit E un K-ev de dimension n. Une famille de vecteurs de E libre ou génératrice
de cardinal égal à n est une base de E.

Proposition 9. Soit E un K-ev de dimension n avec B une base de E et L une famille de n
vecteurs de E. On a

L base de E ⇐⇒ matBL inversible

2 Sous-espaces en dimension �nie

Proposition 10. Soit E un K-ev de dimension �nie et F sev de E. Alors, le sev F est de
dimension �nie avec dimF ⩽ dimE.

Proposition 11. Soit E un K-ev de dimension �nie et F, G deux sev de E. On a®
F ⊂ G

dimF = dimG
⇐⇒ F = G

Théorème 5. Tout sev d'un K-ev de dimension �nie possède un supplémentaire.

Théorème 6 (Formule de Grassman). Soient F et G des sev de dimension �nie d'un K-ev
E. On a

dimF + G = dimF + dimG− dimF ∩G
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Théorème 7. Soit E un K-ev de dimension �nie et F et G des sev de E. On a

E = F⊕G ⇐⇒
®
dimF + dimG = dimE

F ∩G = {0E}
⇐⇒

®
dimF + dimG = dimE

F + G = E

⇐⇒ ∃BF,BG bases respectives de F,G | BF ⊎ BG base de E

Théorème 8. Soient F1, . . . ,Fp des sev de dimensions �nies de E. On a

dim
p∑

k=1

Fk ⩽
p∑

k=1

dimFk

avec égalité si et seulement si la somme est directe.

Démonstration. On pose

Φ:


p∏

k=1

Fk −→
p∑

k=1

Fk

(xk)1⩽k⩽p 7−→
p∑

k=1

xk

D'après le théorème du rang, il vient

dim
p∏

k=1

Fk = rg (Φ) + dimKer Φ ⩾ dim rg (Φ)

On note (ei,k)i∈[[ 1 ;mk ]] une base de Fk pour k ∈ [[ 1 ; p ]]. Ainsi, pour x ∈
p∏

k=1

Fk, on a

x =
m1∑
i=1

xi,1(ei,1, 0, . . .) +
m2∑
i=1

xi,2(0, ei2 , 0, . . .) + . . .

La famille exhibée est génératrice et clairement libre et forme donc une base du produit
p∏

k=1

Fk.

On en déduit dim
p∏

k=1

Fk =
p∑

k=1

dimFk et l'inégalité s'ensuit. En�n, on a clairement Ker Φ = {0}

si et seulement si la somme est directe le cas d'égalité s'en déduit.

Remarque : On peut aussi procéder par récurrence ou en considérant des bases Bk des Fk en

remarquant que leur concaténation engendre
p∑

k=1

Fk.

III Applications linéaires

Soient E, F, G des K-ev.

1 Généralités

Dé�nition 11. Une application u : E → F est linéaire si u(x + λy) = u(x) + λu(y) pour tout
(x, y, λ) ∈ E2 ×K. On note L (E,F) l'ensemble de ces applications. C'est un K-ev.

Proposition 12. Une composée d'applications linéaires est linéaire.

Proposition 13. Soient u ∈ L (E,F). Le noyau Ker u = u−1 ({0F}) et l'image Im u = u(E)
sont des sev respectifs de E et de F.
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Dé�nition 12. Soit u ∈ L (E,F). Si u est bijective, on dit que u est un isomorphisme. Si
E = F, on note simplement u ∈ L (E) et on dit que u est un endomorphisme de E. Si E = F
et u bijective, on note u ∈ GL(E) et on dit que u est un automorphisme.

Exemple : Soit u ∈ L (E). La suite des noyaux itérés
(
Ker uk

)
k
est croissante et la suite des

images itérées
(
Im uk

)
k
est décroissante.

Proposition 14. L'application réciproque d'un isomorphisme est un isomorphisme.

Proposition 15. Soient u ∈ L (E,F) et v ∈ L (F,G) isomorphismes. On a v◦u isomorphisme
avec (v ◦ u)−1 = u−1 ◦ v−1.

Théorème 9. L'ensemble (GL(E), ◦) est un groupe.

Proposition 16. Soit u ∈ L (E,F). On a

u injective ⇐⇒ Ker u = {0E}

Proposition 17. Soit u ∈ L (E,F) et v ∈ L (F,G). On a

v ◦ u = 0 ⇐⇒ Im u ⊂ Ker v

Remarque : On peut avoir Im u = Ker u. Par exemple en considérant u ∈ L (K2) canonique-

ment associé à A =

Å
0 1
0 0

ã
.

Proposition 18. L'image d'une famille libre par une application linéaire injective est libre.
L'image d'une famille génératrice par une application linéaire surjective est génératrice.

Proposition 19. Une application linéaire est caractérisée par l'image d'une base par cette
application.

Proposition 20. Soit E1, . . . ,Ep des sev de E tels que E =
p⊕

i=1

Ei et ui ∈ L (Ei,F) pour

tout i ∈ [[ 1 ; p ]]. Il existe une unique application u ∈ L (E,F) telle que u
Ei

= ui pour tout

i ∈ [[ 1 ; p ]].

Démonstration. Supposons l'existence d'une telle application u. Soit x ∈ E avec x =
p∑

i=1

xi son

unique décomposition dans
p⊕

i=1

Ei. Alors, il vient

u(x) = u

Å
p∑

i=1

xi

ã
=

p∑
i=1

u(xi) =
p∑

i=1

ui(xi)

ce qui prouve l'unicité d'une telle application sous réserve d'existence. On considère alors cette

application u : E → F qui à x =
p∑

i=1

xi associe
p∑

i=1

ui(xi). Elle est bien dé�nie et pour (x, y) ∈ E2

et λ ∈ K, en considérant les décompositions de x et y dans
p⊕

i=1

Ei, on a

u(λx+ y) =
p∑

i=1

ui(λxi + yi) =
p∑

i=1

(λui(xi) + ui(yi)) = λu(x) + u(y)

et u
Ei
(xi) = u(xi) = ui(xi) avec xi ∈ Ei pour tout i ∈ [[ 1 ; p ]].
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Dé�nition 13. Une forme linéaire est une application de L (E,K). Un hyperplan de E est le
noyau d'une forme linéaire non nulle sur E.

Proposition 21. Soit H sev strict de E et x ∈ E∖ H. On a

H hyperplan ⇐⇒ E = Vect (x)⊕ H

2 En dimension �nie

Dé�nition 14. Soit u ∈ L (E,F) avec E de dimension �nie. Le rang de u est dim Im u.

Proposition 22. Soit u ∈ L (E,F) avec E et F de dimension �nie. On a

rg (u) ⩽ min(dimE, dimF)

Proposition 23. Soit u ∈ L (E,F) avec E et F de dimensions �nies non nulles, BE =
(e1, . . . , ep) base de E et BF = (ε1, . . . , εn) base de F. On pose A = (ai,j)(i,j)∈[[ 1 ;n ]]×[[ 1 ; p ]] avec

u(ej) =
n∑

i=1

ai,jεi pour tout j ∈ [[ 1 ; p ]]. On dé�nit A = matBE,BF
u. Pour (x, y) ∈ E × F et

X = matBE
x, Y = matBF

y, on a

y = u(x) ⇐⇒ Y = AX

On a rg (u) = rg (A). Pour A ∈ Mn,p(K), l'application u : Kp → Kn,X 7→ AX est canonique-
ment associée à A (en confondant matrice colonne et vecteur).

Proposition 24. Soient u ∈ L (E,F) et v ∈ L (F,G) avec E, F, G des K-ev de dimensions
�nies et BE, BF et BG bases respectives de E, F et G, on a

matBE,BGv ◦ u = matBF,BG
v ×matBE,BF

u

Proposition 25. Soit u ∈ L (E,F) avec E de dimension �nie, v ∈ GL(E) et w ∈ GL(F). On
a

rg (u) = rg (u ◦ v) = rg (w ◦ u)

Proposition 26. Soit u ∈ L (E,F) et v ∈ L (F,G) avec E et F de dimension �nie. On a

rg (v ◦ u) ⩽ min(rg (u), rg (v))

Théorème 10. Soit u ∈ L (E,F) avec E de dimension �nie. L'application u induit un isomor-
phisme d'un supplémentaire S de Ker u sur Im u.

Théorème 11 (Théorème du rang). Soit u ∈ L (E,F) avec E de dimension �nie. On a

dimE = rg (u) + dimKer u

! Remarque : Pour A ∈ Mn,p(K), le théorème du rang se décline ainsi :

p = dimKer A + rg A

En e�et, les quantités rg A et dimKer A désignent respectivement rg u et dimKer u avec
u ∈ L (Kp,Kn) canoniquement associé à A.

Exemple : Soit u ∈ L (E) avec E de dimension �nie. Les suites
(
Ker uk

)
k
et

(
Im uk

)
k
sont

strictement monotones puis simultanément stationnaires. Si l'espace E est de dimension �nie
et qu'il existe k entier tel que Ker uk = Ker uk+1 (ou de même avec les images), le résultat
annoncé vaut encore.
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Théorème 12. Soit u ∈ L (E,F) avec E et F de même dimension �nie et BE base de E. On a

u bijective ⇐⇒ u injective ⇐⇒ u surjective ⇐⇒ rg u = dimE ⇐⇒ u(BE) base de F

Si E = F, on peut ajouter u ∈ GL(E) ⇐⇒ det(u) ̸= 0

Théorème 13. Soit E un K-ev de dimension �nie non nulle et B = (e1, . . . , en) une base de

E. Pour x ∈ E, on note x =
n∑

i=1

xiei avec xi les coordonnées de x dans B. Pour H sev de E,

on a H hyperplan ⇐⇒ ∃(ai)1⩽i⩽n ∈ Kn ∖ {0Kn} | x ∈ H ⇐⇒
n∑

i=1

aixi = 0

Application : Soit E un K-ev de dimension �nie et B = (e1, . . . , en) base de E. Pour F sev
strict de E, il existe (ai)1⩽i⩽n des scalaires non tous nuls tels que

∀x =
n∑

i=1

xiei ∈ F
n∑

i=1

aixi = 0

IV Matrices par blocs

1 Dé�nitions, propriétés

Dé�nition 15. Soient A ∈ Mn1,p1(K), B ∈ Mn1,p2(K), C ∈ Mn2,p1(K) et D ∈ Mn2,p2(K). On
dé�nit la matrice par blocs M ∈ Mn,p(K) avec n = n1 + n2, p = p1 + p2 par

M =

Å
A B
C D

ã
Interprétation géométrique : Soient E, F des K-ev de dimensions �nies non nulles avec
BE base de E, BF base de F et BE = BE1 ⊎ BE2 , BF = BF1 ⊎ BF2 , E1 = Vect (BE1),
E2 = Vect (BE2), F1 = Vect (BF1) et F2 = Vect (BF2) et p1 = Card BE1 , p2 = Card BE2 ,

n1 = Card BF1 et n2 = Card BF2 . Soit u ∈ L (E,F). On a matBE,BF
u =

Å
A B
C D

ã
avec

A ∈ Mn1,p1(K), B ∈ Mn1,p2(K), C ∈ Mn2,p1(K) et D ∈ Mn2,p2(K) si et seulement si

A = matBE1
,BF1

(π1 ◦ u E1
) B = matBE2

,BF1
(π1 ◦ u E2

) . . .

où π1 = pF1,F2 et π2 = pF2,F1 .

Remarque : Plus généralement, on peut dé�nir une matrice par blocs A ∈ Mn,p(K) avec q
partitions de lignes et s de colonnes par

A =

á
A1,1 A1,2 . . . A1,s

A2,1 A2,2 . . . A2,s

...
...

. . .
...

Aq,1 Aq,2 . . . Aq,s

ë
Proposition 27. Soient M1, M2 dans Mn,p(K) matrices par blocs avec

M1 =

Å
A1 B1

C1 D1

ã
et M2 =

Å
A2 B2

C2 D2

ã
où les blocs Ai sont de même taille et de même pour les blocs Bi, Ci et Di. Pour λ ∈ K, on a

λM1 +M2 =

Å
λA1 +A2 λB1 + B2

λC1 + C2 λD1 +D2

ã
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Démonstration. Immédiate

Proposition 28. Soit M =

Å
A B
C D

ã
∈ Mn,p(K) matrice par blocs. On a

M⊤ =

Å
A⊤ C⊤

B⊤ D⊤

ã
Démonstration. Par distinction de cas (fastidieux).

Dé�nition 16. On appelle matrice triangulaire supérieure par blocs une matrice de la forme

A =

à
A1,1 . . . . . . A1,r

0
. . .

...
...

. . .
. . .

...
0 . . . 0 Ar,r

í
avec les Ai,i des matrices carrées. On appelle matrice diagonale par blocs une matrice de la
forme

A = diag(A1, . . . ,Ar)

avec les Ai des matrices carrées.

Remarque : De la même façon, on dé�nit une matrice triangulaire inférieure par blocs.

2 Produits, déterminants

Proposition 29 (Produit par blocs). Soit M1 ∈ Mn,p(K) et M2 ∈ Mp,q(K) matrices par
blocs avec

M1 =

Å
A1 B1

C1 D1

ã
et M2 =

Å
A2 B2

C2 D2

ã
de tailles de blocs respectives

n1, p1 n1, p2
n2, p1 n2, p2

et
p1, q1 p1, q2
p2, q1 p2, q2

Alors, on a l'égalité M1M2 =

Å
A1A2 + B1C2 A1B2 + B1D2

C1A2 +D1C2 C1B2 +D1D2

ã
Démonstration. On pose u : X ∈ Kp → Kn,X 7→ M1X et v : X ∈ Kq → Kp,X 7→ N2X (on

confond colonne et matrice colonne). Pour X =

Å
X1

X2

ã
par blocs de taille q1 + q2, on a

u ◦ v(X) = u

Å
A2X1 + B2X2

C2X1 +D2X2

ã
=

Å
(A1A2 + B1C2)X1 + (A1B2 + B1D2)X2

(C1A2 +D1C2)X1 + (C1B2 +D1D2)X2

ã
et comme matCq ,Cn(u◦v) = matCp,Cnu×matCq ,Cpv avec les familles Cq, Cp et Cn bases respectives
de Kq, Kp et Kn, on en déduit le résultat attendu.

Remarque : Le résultat se généralise pour des matrices avec plus de quatre blocs et des
dimensions compatibles pour le produit des blocs.
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Proposition 30. Soient A ∈ Mr(K), B ∈ Mr,s(K), C ∈ Ms(K) et M ∈ Mn(K) avec n = r+ s

la matrice par blocs M =

Å
A B
0 C

ã
. On a

det(M) = det(A) det(C)

Démonstration. On observe Å
A B
0 C

ã
=

Å
Ir 0
0 C

ãÅ
A B
0 Is

ã
et par récurrence sur les tailles des blocs identités (en développant respectivement selon la
première et la dernière ligne), on montre

det

Å
Ir 0
0 C

ã
= det(C) et det

Å
A B
0 Is

ã
= det(A)

Le résultat suit.

Remarque : Par récurrence sur le nombre de blocs diagonaux, on en déduit que le déterminant
d'une matrice triangulaire par blocs (et donc a fortiori diagonale par blocs) est le produit des
déterminants des blocs.

Dé�nition 17. Soient A, B, C et D des matrices de Mr(K). On appelle transvections par blocs

la transformation de

Å
A B
C D

ã
en

Å
A B + λA
C D+ λC

ã
ou

Å
A B

C + λA D+ λB

ã
avec λ ∈ K.

Proposition 31. Une transvection par blocs conserve le déterminant.

Démonstration. On reprend les notations de la dé�nition 17. On observeÅ
A B + λA
C D+ λC

ã
=

Å
A B
C D

ãÅ
Ir λIr
0 Ir

ã
et

Å
A B

C + λA D+ λB

ã
=

Å
Ir 0
λIr Ir

ãÅ
A B
C D

ã
Le résultat suit par passage au déterminant.

V Endomorphismes remarquables

1 Homothéties

Dé�nition 18. On appelle homothétie de E tout élément de Vect (id ) = {λ id , λ ∈ K}.

Proposition 32. Une homothétie commute avec tout endomorphisme de E.

Démonstration. Immédiate.
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2 Projecteurs et symétries

Dé�nition 19. Soient F,G sev de E avec E = F⊕G. On appelle projection sur F parallèlement
à G l'application notée pF,G dé�nie par

pF,G : E → E, x = a+ b 7→ a avec (a, b) ∈ F×G

On appelle symétrie par rapport à F parallèlement à G l'application notée sF,G dé�nie par

sF,G : E → E, x = a+ b 7→ a− b avec (a, b) ∈ F×G

Remarque : De telles applications sont bien dé�nies par existence et unicité du couple (a, b) ∈
F×G tel que x = a+ b.

F

G

x

a

b

−b s(x)

Figure 1 � Symétrie

F

G

x

a = p(x)

b

Figure 2 � Projection

Proposition 33. Soient F,G des sev supplémentaires de E. On a pF,G et sF,G dans L (E).

Dé�nition 20. On appelle projecteur un endomorphisme p ∈ L (E) véri�ant p2 = p et invo-
lution linéaire un endomorphisme s ∈ L (E) véri�ant s2 = id .

Théorème 14. Soit p ∈ L (E). On a l'équivalence

p projecteur ⇐⇒ p projection

Si p est un projecteur, on a E = Im p ⊕ Ker p et p est la projection sur Im p parallèlement à
Ker p.

Démonstration. Le sens indirect est immédiat. Réciproquement, pour p projecteur, on véri�e
l'égalité Im p ∩Ker p = {0E} puis pour x ∈ E

x = p(x)︸︷︷︸
∈Im p

+x− p(x)︸ ︷︷ ︸
∈Ker p

ce qui prouve E = Im p+Ker p d'où E = Im p⊕Ker p et p = pIm p,Ker p.

Remarques : 1. Cette décomposition unique d'un x ∈ E s'obtient par une analyse/synthèse.
2. Pour f ∈ L (E), la décomposition E = Im f⊕Ker f n'est pas caractéristique d'un projecteur.
En e�et, pour p ∈ L (E) projecteur, la décomposition vaut pour tout f = αp avec α ∈ K.

Proposition 34. Soit p ∈ L (E). On a

p projecteur ⇐⇒ id −p est le projecteur

et dans ce cas Im p = Ker (id −p) et Ker p = Im (id −p)

On dit que p et id −p sont des projecteurs associés.
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Démonstration. La première équivalence est immédiate. Puis, pour x ∈ E et p projecteur, on a

x = p(x) + x− p(x) = (id −q)(x)︸ ︷︷ ︸
∈Ker q

+ q(x)︸︷︷︸
∈Im q

avec q = id −p

et correspondance terme à terme dans l'égalité. Par unicité de la décomposition dans Im p ⊕
Ker p et Ker q ⊕ Im q, on en déduit que le projecteur q projette sur Ker p parallèlement à
Im p.

Proposition 35. Le seul projecteur injectif de E est l'identité.

Démonstration. Pour x ∈ E, on a p(p(x)) = p(x) d'où p(x) = x par injectivité et le résultat
suit.

Théorème 15. Soit s ∈ L (E). On a l'équivalence

s symétrie ⇐⇒ s2 = id

Si s2 = id , alors on a E = Ker (s − id ) ⊕ Ker (s + id ) et s est la symétrie par rapport à
Ker (s− id ) parallèlement à Ker (s+ id ).

Démonstration. Le sens direct est immédiat. Réciproquement, pour s involution linéaire, on
véri�e l'égalité Ker (s− id ) ∩Ker (s+ id ) = {0E} puis pour x ∈ E

x =
1

2
(id +s)(x)︸ ︷︷ ︸
∈Ker (id −s)

+
1

2
(id −s)(x)︸ ︷︷ ︸
∈Ker (id +s)

ce qui prouve E = Ker (s − id ) + Ker (s + id ) d'où E = Ker (s − id ) ⊕ Ker (s + id ) et s =
sKer (s−id ),Ker (s+id ).

Remarques : 1. Cette décomposition unique d'un x ∈ E s'obtient par une analyse/synthèse.
2. Pour f ∈ L (E), la décomposition E = Ker (f − id )⊕Ker (f + id ) est caractéristique d'une
symétrie.

Vocabulaire : Il est fréquent de confondre projection et projecteur, symétrie et involution
linéaire.

Proposition 36. Si s est une symétrie, alors p =
1

2
(id +s) est la projection sur Ker (s − id )

parallèlement à Ker (s+ id ). Réciproquement, si p est un projecteur de E, alors s = 2p− id est
la symétrie par rapport à Im p parallèlement à Ker p. Le projecteur p et la symétrie s sont dits
associés.

Démonstration. Soit s symétrie. Pour x ∈ E avec x = a+b et (a, b) ∈ Ker (s−id )×Ker (s+id ),

on a s(x) = a− b et p(x) =
1

2
(id +s)(x) = a

d'où le résultat pour p. Réciproquement, si p est un projecteur, pour x ∈ E avec x = a + b et
(a, b) ∈ Im p×Ker p, on a

p(x) = a et (2p− id )(x) = a− b

d'où le résultat pour s.
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Dé�nition 21. Soit p un projecteur et s une symétrie . Une base B obtenue par concaténation
d'une base de Im p et d'une base de Ker p est dite adaptée à p. Si E est de dimension �nie,
on a matBp = diag(Ir, 0). De même, une base B obtenue par concaténation d'une base de
Ker (s− id ) et d'une base de Ker (s+ id ) est dite adaptée à s. Si E est de dimension �nie, on
a matBs = diag(Ir,−Is)

matBp =



1
. . .

1

0

0

0
. . .

0


matBs =



1
. . .

1

0

0

−1
. . .

−1


3 Projecteurs et somme directe

Dé�nition 22. Soient F1, . . . ,Fr des sev de E tels que E =
r⊕

k=1

Fk. Pour k ∈ [[ 1 ; r ]], on dé�nit

pk le projecteur de E sur Fk parallèlement à
⊕

j∈[[ 1 ; r ]]∖{k}
Fj. La famille de projecteurs (pk)k∈[[ 1 ; r ]]

est dite associée à la somme directe E =
r⊕

k=1

Fk.

Remarque : Pour k ∈ [[ 1 ; r ]], le projecteur pk est bien dé�ni puisqu'on a

E = Fk ⊕
Ç ⊕

j∈[[ 1 ; r ]]∖{k}
Fj

å
Théorème 16. Soit (pk)k∈[[ 1 ; r ]] une famille de projecteurs associée à la somme directe E =
r⊕

k=1

Fk. On a

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; r ]]2 avec i ̸= j pi ◦ pj = 0 et
r∑

k=1

pk = id

Démonstration. Soit i ̸= j. Comme Im pj = Fj ⊂ Ker pi, il s'ensuit pi ◦ pj = 0 puis, pour

x =
r∑

i=1

xi, on a

r∑
k=1

pk

Å
r∑

i=1

xi

ã
=

∑
1⩽k,i⩽r

pk(xi)

Pour k ̸= i, comme xi ∈ Fi ⊂ Ker pk, on a pk(xi) = 0 puis pk(xk) = xk puisque xk ∈ Fk =
Im pk = Ker (id −pk) d'où

r∑
k=1

pk(x) =
r∑

k=1

pk(xk) =
r∑

k=1

xk = x

autrement dit
r∑

k=1

pk = id .

VI Matrices semblables

Dans ce qui suit, l'ensemble E désigne un K-ev de dimension �nie égale à n.
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1 Changement de base

Soient B1,B2,B3 des base de E, P = matB1B2 la matrice de passage de B1 à B2.

Proposition 37. 1. P = matB2,B1 id (attention à l'ordre)

2. P ∈ GLn(K)

3. P−1 = matB2B1

4. matB1B3 = matB1B2 ×matB2B3

Proposition 38. Soit x ∈ E, X1 = matB1x et X2 = matB2x, alors

X1 = PX2

Proposition 39. Soit u ∈ L (E), A1 = matB1u, A2 = matB2u, alors

A1 = PA2P
−1

2 Dé�nitions

Dé�nition 23. Soient A,B ∈ Mn(K). Les matrices A et B sont dites semblables s'il existe
P ∈ GLn(K) telle que A = PBP−1.

Proposition 40. La similitude (i.e. le fait que deux matrices soient semblables) est une relation
d'équivalence.

Démonstration. Sans di�culté, on véri�e que la relation est ré�exive, symétrique, transitive.

3 Propriétés

Proposition 41. Toute matrice semblable à une matrice d'homothétie est égale à cette matrice.

Démonstration. Immédiate en écrivant le produit matriciel.

Théorème 17. Soient A,B ∈ Mn(K) et uA ∈ L (Kn) avec matCuA = A où C = (e1, . . . , en)
est la base canonique de Kn. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. A, B semblables ;

2. Il existe E un K-ev de dimension n, u ∈ L (E), B1 et B2 bases de E tels que A = matB1u
et B = matB2u ;

3. Il existe B base de Kn telle matBuA = B ;

Démonstration. On a clairement (3) =⇒ (2) avec E = Kn, u = uA, B1 = C et B2 = B.
Le sens (2) =⇒ (1) est immédiat d'après les formules de changement de bases. Supposons A
et B semblables. Soit P ∈ GLn(K) telle que A = PBP−1. Notons P = (pi,j)1⩽i,j⩽n et posons

B = (εj)1⩽j⩽n dé�nie par : pour tout j ∈ [[ 1 ; n ]], εj =
n∑

i=1

pi,jei. Alors, on a matC B = P matrice

inversible donc B est une base de Kn et d'après les formules de changement de base, il vient

B = P−1AP = matBuA

ce qui prouve (1) =⇒ (3).

Corollaire 1. Deux matrices semblables ont même trace, même rang, même déterminant.
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Démonstration. Conséquence immédiate du théorème précédent.

Remarque : La contraposée est très utile. La réciproque est fausse. Considérer In et In +E1,n

pour n ⩾ 2.

Exemple : Étudier la similitude des matrices suivantes

A =

Ñ
1 1 0
0 1 1
0 0 1

é
B =

Ñ
1 1 0
0 1 0
0 0 1

é
C =

Ñ
1 0 0
1 1 0
0 0 1

é
Si A et B sont semblables, notant u canoniquement associé à A, on aurait

2 = rg (A− I3) = rg (u− id ) = rg (B− I3) = 1

ce qui est absurde. Soit v canoniquement associé à B. Dans B = (e2, e1, e3), on a matBv = C
d'où C et B semblables.

Remarque : Il existe un résultat plus général : pour A ∈ Mn(K), on a A semblable à A⊤.
Ce résultat est hors-programme et di�cile à établir (requiert la réduction de Jordan ou la
décomposition de Frobenius).

VII Sous-espaces stables

1 Dé�nitions

Dé�nition 24. Soit u ∈ L (E) et F un sev de E. Le sev F est dit stable par u si u(F) ⊂ F,
i.e. u(x) ∈ F pour tout x ∈ F.

Exemples : Les sev triviaux {0E} et E sont stables par tout endomorphisme, le noyau et
l'image (éventuellement triviaux) sont stables par un endomorphisme, . . .

Dé�nition 25. Soit u ∈ L (E) et F un sev stable par u. La restriction de u à F notée u
F

induit un endomorphisme de F noté uF : F → F, x 7→ u(x) appelé endomorphisme induit par u
sur F.

2 Interprétation matricielle

Proposition 42. Soit E un K-ev de dimension �nie, u ∈ L (E), F un sev de E avec dimF = m,
BF une base de F complétée en B base de E. On a

F stable par u ⇐⇒ matBu =

Å
A B
0 C

ã
avec A ∈ Mm(K)

Dans ce cas, on a A = matBF
uF.

Démonstration. On a u(F) ⊂ F ⇐⇒ u(BF) ∈ Fm = Vect (BF)
m

d'où le résultat.
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Proposition 43. Soit E un K-ev de dimension �nie, F1, . . . ,Fr des sev de E tels que E =
r⊕

k=1

Fk,

B =
r⊎

k=1

Bk une base adaptée à cette décomposition et u ∈ L (E). Les sev Fk sont stables par u

si et seulement si

matBu = diag(A1, . . . ,Ar) avec Ak ∈ Mmk
(K) et mk = dimFk

Dans ce cas, on a Ak = matBk
uFk

pour tout k ∈ [[ 1 ; r ]].

Démonstration. On a

∀k ∈ [[ 1 ; r ]] u(Fk) ⊂ Fk ⇐⇒ ∀k ∈ [[ 1 ; r ]] u(Bk) ∈ Fmk
k = Vect (Bk)

mk

d'où le résultat.

matBu =

Ö
A1 0

. . .

0 Ar

è
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