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Dans ce chapitre, 'ensemble E désigne un K-ev avec K =R ou C.

I Espaces vectoriels

1 Sous-espaces vectoriels

Proposition 1. Soit F C E. On a F sev de E si et seulement si

OpeF et V(r,y,\) eF’xK JIr+yeF

Proposition 2. Une intersection de sev de E est un sev de E. ‘

Définition 1. Soit X C E. On appelle espace engendré par X le sev noté Vect (X) défini par

Vect X)= (] F

F sev DX

’Proposition 3. Soit X C E. Le sev Vect (X) est le plus petit sev contenant X.

2 Combinaisons linéaires

On note K 'ensemble des familles presque nulles de scalaires de K.

Définition 2. Soit (z;);c1 famille de vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire des (z;);e1

un élément de la forme Y a;z; avec (o;)ier € KW,
i€l

Proposition 4. Soit (x;);c1 famille de vecteurs de E. On a

Vect (2;)ie1 = {Zaﬂi, (05)ier € K(I)}

i€l
En particulier, pour x € E, on a  Vect (z) = {azx,a € K}

et pour (z1,...,x,) € E", on a

Vect (x1,...,2,) = {Zaixi, (i)1<isn € K"}
=il

Définition 3. Soit (x;);c1 famille de vecteurs de E. C’est une famille libre si
V(ai)ier € KO Yaxi =0 = Viel a; =0

1€l

C’est une famille liée si I(as)ier € KO {0} | Sz = 0g
i€l

Définition 4. On appelle droite vectorielle un sev de la forme Vect (x) avec x € E \ {Og} et
plan vectoriel un sev de la forme Vect (z,y) avec (z,y) € E? libre.

Définition 5. Soit F sev de E. Une famille (z;);c1 de vecteurs de E est génératrice de F si

F = Vect (Ii>i€I

’Déﬁnition 6. Une base de E est une famille libre et génératrice de E. ‘

Théoréme 1. Tout vecteur de E se décompose comme une unique combinaison linéaire des
vecteurs d’une base de E.
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3 Sommes de sev

Proposition 5. Soient Fy,... F, des sev de E. La somme

P P
F; = {in,(xl,...,xp) € Fy x ...Fp}
i=1 =1

est un sev de E contenant chacun des Fy,.

p p
Démonstration. Chaque sev F; contient Og d’ou O = Y 0g € >_F;. Soit A € K et x, y dans
i=1 i=1
p p
> F;. On dispose de (;)1<i<p et (¥i)1<i<p dans > F;. Il vient
i=1 i=1
p p
Ax+y=> (Az;+y;) € D F;
1=1 ‘f—’F i=1
ek

p
ce qui prouve que » F; est bien un sev de E. Par ailleurs, pour k € [1; p] et zx € Fy, avec
i=1

p p
x; = 0g pour tout ¢ € [1; p]~{k}, on azp = > x; € >_F; et ceci vaut pour tout =3 € Fy d’ou

=1 i=1

p
F, C S F.. 0

i=1

p
Définition 7. Soient Fy, ..., F, des sev de E. La somme ) F,; est directe si
i=1

Ve e > F; I z)icicp € [IF: | =D m
=1 =1 i=1

p
On note @ F; cette somme.
i=1

Proposition 6. Soient F, G sev de E. On a
F+G=FaG <= FNG={0g}

’Déﬁnition 8. Des sev F et G de E sont dits supplémentaires si E =F & G.

Proposition 7. Soient ¥y, ... F, des sev de E. On a

p p p p
YF=@F < V(@)hixw € [IF: Y2=0E = Vic[l;p] =z =0g

=1 i=1 =1 1=1

p
Démonstration. Le sens direct est immédiat puisque Y 0 = Og et qu’une telle décomposition
i=1

P p p
dans @ F; est unique. Réciproquement, soient (;)1<i<p €t (vi)1<icp dans [ F; tels que Y z; =
i=1 i=1 i=1

p B p
>y Il s’ensuit > (z; — y;) = O d’ott x; = y; pour tout ¢ € [1; p] ce qui prouve unicité. [
=1 i=1 " ~——~—

eF;

Proposition 8. Soit F sev de E et Fy,...,F, des sev de E de bases respectives %, ..., Bp.

p p
On a F=@F, < |H % est une base de F
k=1 k=1
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Démonstration. Pour k € [1; p], on note %y, = (e x) On a

ISP

p p p
F = @ F, <V eF E”(xk:)lgkgp € H Fy ’ xr = Zl’k
k=1 k=1 k=1

p p
< VreF Al ((aivl)ieh s (Qip)ier ) c [IKW | z=>" <Eai7kei7k)
? k=1

k=1 \icl,

]

p
Vocabulaire : Une base de € Fy obtenue par concaténation de bases de Fy, est dite adaptée
k=1
a la somme directe.

IT Dimension finie

1 Bases

’Déﬁnition 9. Un K-ev est de dimension finie s%l admet une famille génératrice finie. ‘

Théoréme 2. Soit E un K-ev de dimension finie. Toute famille libre peut étre complétée en
base de E.

Théoréme 3. Tout K-ev de dimension finie admet une base. Toutes les bases de cet espace
sont finies et ont méme cardinal appelé dimension.

Remarque : L’espace nul admet comme base la famille vide et est de dimension nulle.

Définition 10. Soit (xy,...,x,) € EP. Le rang de la famille (x1,...,x,) est la dimension de
Vect (z1, ..., 2p).

Théoréme 4. Soit E un K-ev de dimension n. Une famille de vecteurs de E libre ou génératrice
de cardinal égal a n est une base de E.

Proposition 9. Soit E un K-ev de dimension n avec % une base de E et £ une famille de n
vecteurs de E. On a

& base de E <= matz.Z inversible

2 Sous-espaces en dimension finie

Proposition 10. Soit E un K-ev de dimension finie et F sev de E. Alors, le sev F est de
dimension finie avec dim F < dim E.

Proposition 11. Soit E un K-ev de dimension finie et F, G deux sev de E. On a

FcG
: ) — F=G
dim F = dim G

’Théoréme 5. Tout sev d’un K-ev de dimension finie posséde un supplémentaire.

Théoréme 6 (Formule de Grassman). Soient F et G des sev de dimension finie d’un K-ev
E. Ona

dimF+G=dimF +dimG —-dimFnNG
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Théoréme 7. Soit E un K-ev de dimension finie et F' et G des sev de E. On a

dimF 4+ dim G = dim E dmF +dim G = dim E
E=F®G <= “—

FNG={0g} F+G=E
< JPBp, B bases respectives de F,G | By W Bg base de E

Théoréme 8. Soient Fy,...,F, des sev de dimensions finies de E. On a

p p

k=1 k=1

avec égalité si et seulement si la somme est directe.

Démonstration. On pose

p p
[[Fx — > Fx
k=1 k=1

D

p
(Tr)1<hap — DT
k=1

D’aprés le théoréme du rang, il vient

p
dim ] Fx = rg (®) + dim Ker ® > dimrg (D)
k=1

p
On note (€;x)ic[1;m,] Une base de Fy, pour k € [1; p]. Ainsi, pour z € [] Fy, on a
k=1

mi ma2
r = in71(6i71, O, c. ) + me((), €iss O, .. ) + ...

=1 =1

p
La famille exhibée est génératrice et clairement libre et forme donc une base du produit [] Fy.

k=1
p p

On en déduit dim [[ Fr = > dim Fy, et 'inégalité s’ensuit. Enfin, on a clairement Ker ® = {0}
k=1 k=1

si et seulement si la somme est directe le cas d’égalité s’en déduit. ]

Remarque : On peut aussi procéder par récurrence ou en considérant des bases % des Fy en

p
remarquant que leur concaténation engendre > Fy.
k=1
IIT Applications linéaires
Soient E, F, G des K-ev.

1 Généralités

Définition 11. Une application u : E — F est linéaire si u(x + \y) = u(x) + Mu(y) pour tout
(z,y,\) € E2 x K. On note Z(E,F) l'ensemble de ces applications. C’est un K-ev.

’Proposition 12. Une composée d’applications linéaires est linéaire.

Proposition 13. Soient u € Z(E,F). Le noyau Ker u = u=! ({Op}) et image Im u = u(E)
sont des sev respectifs de E et de F.
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Définition 12. Soit u € Z(E,F). Si u est bijective, on dit que u est un isomorphisme. Si
E =F, on note simplement u € £ (E) et on dit que u est un endomorphisme de E. Si E =F
et u bijective, on note u € GL(E) et on dit que u est un automorphisme.

Exemple : Soit u € Z(E). La suite des noyaux itérés (Ker u’“)k est croissante et la suite des
images itérées (Im uk)k est décroissante.

’Proposition 14. L’application réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme. ‘

Proposition 15. Soient u € Z(E,F) et v € Z(F, G) isomorphismes. On a vou isomorphisme

avec (vou) ' =u"tovt

’Théoréme 9. L’ensemble (GL(E), o) est un groupe.

Proposition 16. Soit u € Z(E,F). On a

u injective <= Ker u = {Og}

Proposition 17. Soit u € Z(E,F) et ve Z(F,G). On a

vou=0 <= Imu C Ker v

Remarque : On peut avoir Im u = Ker u. Par exemple en considérant v € .2 (K?) canonique-

Lo (01
ment assomeaA—(O 0).

Proposition 18. Lmage d’une famille libre par une application linéaire injective est libre.
L image d’une famille génératrice par une application linéaire surjective est génératrice.

Proposition 19. Une application linéaire est caractérisée par l'image d’une base par cette
application.

p

Proposition 20. Soit Ey,...,E, des sev de E tels que E = @E,; et u; € ZL(E;,F) pour
i=1

tout i € [1; p]. Il existe une unique application v € ZL(E,F) telle que U, = Ui pour tout

i€[1;p]

p
Démonstration. Supposons l'existence d'une telle application u. Soit € E avec z = > x; son
i=1

P
unique décomposition dans @ E;. Alors, il vient
i=1

u(z) =u <Z:zp:1:cz) = L:Zp:lu(xz) = Z:zp:luz(wz)

ce qui prouve 'unicité d’une telle application sous réserve d’existence. On considére alors cette
p p
application v : E — F qui & x = >z, associe > _u;(z;). Elle est bien définie et pour (z,y) € E?
i=1 i=1
p
et A € K, en considérant les décompositions de x et y dans @ E;, on a
i=1

p p
uAr +y) = Dui(Ary + yi) = D Awg(xy) + wi(ys)) = du(x) + ul(y)
i=1 i=1
et v () = u(x;) = wi(x;) avec x; € E; pour tout i € [1; p]. O
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Définition 13. Une forme linéaire est une application de £ (E,K). Un hyperplan de E est le
noyau d’une forme linéaire non nulle sur E.

Proposition 21. Soit H sev strict de E et x € EXH. On a

H hyperplan <= E = Vect (z) & H

2 En dimension finie

’Déﬁnition 14. Soit w € Z(E,F) avec E de dimension finie. Le rang de u est dim Im u.

Proposition 22. Soit u € Z(E,F) avec E et F de dimension finie. On a
rg (u) < min(dim E, dim F)

Proposition 23. Soit v € Z(E,F) avec E et F de dimensions finies non nulles, Br =
(e1,...,€p) base de E et Br = (1,...,€,) base de F. On pose A = (a; ;) j)e[1;n]x[1;p] GVEC

u(ej) = > a;je; pour tout j € [1;p]. On définit A = matg, g.u. Pour (z,y) € EXF et
i=1

X =matg,xr, Y = matg.y, on a
y=u(z) <= Y =AX

On a rg(u) =1g(A). Pour A € A, ,(K), Uapplication v : KP — K", X — AX est canonique-
ment associée & A (en confondant matrice colonne et vecteur).

Proposition 24. Soient u € Z(E,F) et v € L(F,G) avec E, F, G des K-ev de dimensions
finies et By, Br et Bg bases respectives de E, F et G, on a

mat g, scv o u = matg, .,V X matyg, z.u

Proposition 25. Soit u € Z(E,F) avec E de dimension finie, v € GL(E) et w € GL(F). On
a

rg (u) =1g (uov) =rg (wou)

Proposition 26. Soit u € Z(E,F) et v e Z(F,G) avec E et F de dimension finie. On a
rg (v o u) < min(rg (u),rg (v))

Théoréme 10. Soit u € Z(E,F) avec E de dimension finie. L’application u induit un isomor-
phisme d’un supplémentaire S de Ker u sur Im w.

Théoréme 11 (Théoréme du rang). Soit u € Z(E,F) avec E de dimension finie. On a
dimE = rg (u) 4+ dim Ker u

ARemarque : Pour A € 4, ,(K), le théoréme du rang se décline ainsi :
p=dimKer A+rg A

En effet, les quantités rg A et dim Ker A désignent respectivement rg u et dim Ker u avec
u € Z(KP,K") canoniquement associé a A.

Exemple : Soit u € Z(E) avec E de dimension finie. Les suites (Ker u*), et (Im u*), sont
strictement monotones puis simultanément stationnaires. Si 'espace E est de dimension finie
et qu’il existe k entier tel que Ker uf = Ker u**! (ou de méme avec les images), le résultat

annoncé vaut encore.
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Théoréme 12. Soit u € Z(E,F) avec E et F de méme dimension finie et By base de E. On a

u bijective <= wu injective <= wu surjective <= rgu=dimE <= u(HBg) base de F

St E=F, on peut ajouter u € GL(E) < det(u) #0

Théoréme 13. Soit E un K-ev de dimension finie non nulle et 8 = (ey,...,e,) une base de
n

E. Pour x € E, on note x = Y x,e; avec x; les coordonnées de x dans . Pour H sev de E,
i=1

on a H hyperplan <= 3(ai)1<icn E K"\ {0gn} |2 €H <= > a;2;,=0
i=1

Application : Soit E un K-ev de dimension finie et & = (ey,...,e,) base de E. Pour F sev
strict de E, il existe (a;)1<;<n des scalaires non tous nuls tels que

n n
Vo= > xe; € F daix; =0
i=1 i=1

IV Matrices par blocs

1 Définitions, propriétés

Définition 15. Soient A € 4, ,,(K), B € 4, ,,(K), C € #,,,,(K) et D € M,,,,(K). On
définit la matrice par blocs M € 4, ,(K) avec n = ny + na, p = p1 + pa par

M- (51p)

Interprétation géométrique : Soient E, F des K-ev de dimensions finies non nulles avec
Pr, base de E, S base de F et By = $Bg, W Bg,, Br = PBr, ¥ $Br,, E1 = Vect (Ag,),
Es = Vect (%, ), F1 = Vect ($r,) et Fo = Vect (%g,) et p1 = Card Pg,, p» = Card Hg,,

ny = Card %y, et ng = Card HBp,. Soit u € Z(E,F). On a matyg, g.u = (%’%) avec
Ae,, ,,(K),Be A, ,,(K), Ce A,,,, (K)etDe #,,,(K) si et seulement si

A =matg, g, (m o Ulg, ) B=matg, . (mo g, ). ..
ou T = Pp, F, €6 T2 = Pr, F, -

Remarque : Plus généralement, on peut définir une matrice par blocs A € ., ,(K) avec ¢
partitions de lignes et s de colonnes par

A [ A | A

A271 A272 . A275
A= : : .

Agr | Az || Ags

Proposition 27. Soient My, My dans 4, ,(K) matrices par blocs avec

A B1> _(A2 Bz)
Ml_(q p,) & M=\7G D,

ot les blocs A; sont de méme taille et de méme pour les blocs B;, C; et D;. Pour A\ € K, on a

M1+ Ay | B+ By )
OEnch P EeDE

)\M1+M2—<

B. Landelle 8 ISM MP




Démonstration. Immeédiate O

Proposition 28. Soit M = ( é g ) € My (K) matrice par blocs. On a

AT|CT
MT:<BFDT)

Démonstration. Par distinction de cas (fastidieux). O

Définition 16. On appelle matrice triangulaire supérieure par blocs une matrice de la forme

Al,l so00 || 000 Al,r
A 0
0 |...| 0 A,

avec les A;; des matrices carrées. On appelle matrice diagonale par blocs une matrice de la
forme

A = diag(A,,...,A,)

avec les A; des matrices carrées.

Remarque : De la méme fagon, on définit une matrice triangulaire inférieure par blocs.

2 Produits, déterminants

Proposition 29 (Produit par blocs). Soit My € 4, ,(K) et My € A4, ,(K) matrices par

blocs avec
(A Bl) _(Az Bz)
M1—(0113] ¢ M=\, D,

de tailles de blocs respectives

ni, P1 ‘n1,p2 ot P1,q1 ‘pb(h
N2, P1 ‘ N2, P2 P2, 1 ‘p2>Q2

A1A; +BiCy | A{By 4+ BiDy )

Alors, on a l'égalité MM, = ( C1A; + D;:C; | C1By + D1D;

Démonstration. On pose u : X € KP — K" X — M;X et v : X € K? - KP, X — NyX (on
Xy
X2
wou(X) = u ( AsXy + BoX, ) _ ( (A1As + B1Cy)X; + (ABo + B1Dy)Xo >
CQXl + D2X2 (ClAQ + D1C2)X1 + (ClBQ + Dng)XQ
et comme maty, 4, (u0v) = maty, 4, u X maty, « v avec les familles €, €, et €, bases respectives
de K7, K? et K", on en déduit le résultat attendu. O

confond colonne et matrice colonne). Pour X = ( > par blocs de taille ¢; 4+ g2, on a

Remarque : Le résultat se généralise pour des matrices avec plus de quatre blocs et des
dimensions compatibles pour le produit des blocs.
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Proposition 30. Soient A € #,(K), B € 4, ,(K), C € 4,(K) et M € M4, (K) avecn =1+ s

la matrice par blocs M = ( g g ) On a

det(M) = det(A) det(C)

(AB)_(ITO><AB>

0ojc/ \o|C 0L

et par récurrence sur les tailles des blocs identités (en développant respectivement selon la
premiére et la derniére ligne), on montre

det( I(; 8 > =det(C) et det (%’%) = det(A)

Le résultat suit. O

Démonstration. On observe

Remarque : Par récurrence sur le nombre de blocs diagonaux, on en déduit que le déterminant
d’une matrice triangulaire par blocs (et donc a fortiori diagonale par blocs) est le produit des
déterminants des blocs.

Définition 17. Soient A, B, C et D des matrices de #,(K). On appelle transvections par blocs

. A|B AB+)\A><AB)
la transformation de (T‘ﬁ) en(C D+ A\ ou C+)\A‘D+/\B avec A € K.

’Proposition 31. Une transvection par blocs conserve le déterminant.

Démonstration. On reprend les notations de la définition [I7 On observe

<A B+)\A>_<AB>(IT)\IT>
clp+xc/) - \ap /0T,
A | B L [0\ [A|B

et (C+AAD+AB>:(ALL>(CD>

Le résultat suit par passage au déterminant. O

V Endomorphismes remarquables

1 Homothéties
’Déﬁnition 18. On appelle homothétie de E tout élément de Vect (id ) = {\id, A € K}. ‘

’Proposition 32. Une homothélie commute avec toult endomorphisme de E. ‘

Démonstration. Immeédiate. O
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2 Projecteurs et symétries

Définition 19. Soient F, G sev de E avec E = F®G. On appelle projection sur F parallélement
a G Uapplication notée pr q définie par

ppc:E—E z=a+b—a avec (a,b) €F xG

On appelle symétrie par rapport a ¥ parallelement a G 'application notée sy g définie par

srg:E—E z=a+b—a—-0b avec (a,b) €eF xG

Remarque : De telles applications sont bien définies par existence et unicité du couple (a,b) €
F x G tel que x =a + 0.

FIGURE 2 — Projection

FIGURE 1 — Symétrie

Proposition 33. Soient F,G des sev supplémentaires de E. On a prp g et spc dans Z(E). ‘

Définition 20. On appelle projecteur un endomorphisme p € £(E) vérifiant p* = p et invo-
lution linéaire un endomorphisme s € £ (E) vérifiant s* = id.

Théoréme 14. Soit p € Z(E). On a I’équivalence
p projecteur <= p projection

St p est un projecteur, on a B =1Im p @ Ker p et p est la projection sur Im p parallélement a
Ker p.

Démonstration. Le sens indirect est immédiat. Réciproquement, pour p projecteur, on vérifie
I'égalité Im p N Ker p = {Og} puis pour x € E
z = p(r) +z—p(z)
~  N—
€lm p cKer p
ce qui prouve E = Im p + Ker p d’ou E = Im p @ Ker p et p = pm pKer p- O
Remarques : 1. Cette décomposition unique d’un = € E s’obtient par une analyse/synthése.

2. Pour f € Z(E), la décomposition E = Im f@Ker f n’est pas caractéristique d’un projecteur.
En effet, pour p € Z(E) projecteur, la décomposition vaut pour tout f = ap avec a € K.

Proposition 34. Soit p € Z(E). On a

p projecteur <= id —p est le projecteur

et dans ce cas Im p=Ker(id —p) et Ker p=Im(id —p)

On dit que p et id —p sont des projecteurs associés.
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Démonstration. La premiére équivalence est immédiate. Puis, pour z € E et p projecteur, on a
z=p(r)+x—p)=(d —¢)(x) + g(z) avec g=id —p
T Req  ctnd
€Ker g €lm q

et correspondance terme a terme dans 1’égalité. Par unicité de la décomposition dans Im p &
Ker p et Ker ¢ ® Im ¢, on en déduit que le projecteur g projette sur Ker p parallélement a
Im p. O

Proposition 35. Le seul projecteur injectif de E est ['identité.

Démonstration. Pour x € E; on a p(p(x)) = p(x) d’ott p(x) = x par injectivité et le résultat
suit. O

Théoréme 15. Soit s € L (E). On a l’équivalence
s symétrie < s*=id

Si s* = id, alors on a E = Ker (s —id) @ Ker (s + id) et s est la symétrie par rapport
Ker (s —id ) parallélement a Ker (s + id ).

Démonstration. Le sens direct est immédiat. Réciproquement, pour s involution linéaire, on
vérifie 1’égalité Ker (s —id ) N Ker (s +id ) = {Og} puis pour z € E

- %(id +9)(a)+ %(id —9)(x)

-

-~ -~

eKer (id —s) eKer (id +s)
ce qui prouve E = Ker (s —id) + Ker (s +id) d’ot E = Ker (s —id) @ Ker (s +1id) et s =
SKer (s—id ),Ker (s+id )- ]
Remarques : 1. Cette décomposition unique d’un = € E s’obtient par une analyse/synthése.

2. Pour f € Z(E), la décomposition E = Ker (f —id ) @ Ker (f +1id ) est caractéristique d’une
symétrie.

Vocabulaire : Il est fréquent de confondre projection et projecteur, symétrie et involution
linéaire.

1
Proposition 36. Si s est une symétrie, alors p = §(id +3) est la projection sur Ker (s —id)

parallélement o Ker (s+1id ). Réciproquement, si p est un projecteur de E, alors s = 2p —id est
la symétrie par rapport a Im p parallelement a Ker p. Le projecteur p et la symétrie s sont dits
associés.

Démonstration. Soit s symétrie. Pour z € E avec x = a+bet (a,b) € Ker (s—id ) x Ker (s+id ),
1
on a s(r)y=a—0b et px)= §(id +s)(z) =a

d’ou le résultat pour p. Réciproquement, si p est un projecteur, pour x € E avec © = a + b et
(a,b) € Im p x Ker p, on a
pz)=a et (2p—id)(x)=a—10

d’ou le résultat pour s. O
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Définition 21. Soit p un projecteur et s une symétrie . Une base B obtenue par concaténation
d’une base de Im p et d’une base de Ker p est dite adaptée a p. Si E est de dimension finie,
on a matgp = diag(l.,0). De méme, une base B obtenue par concaténation d’une base de
Ker (s —id) et d’une base de Ker (s +1id ) est dite adaptée a s. Si E est de dimension finie, on
a matgs = diag(l,, —1)

1 1

matgp =

matgzs =

3 Projecteurs et somme directe

Définition 22. Soient Fy, ..., F, des sev de E tels que E = @ Fy. Pour k € [1; r], on définit
k=1
pr le projecteur de E sur ¥y, parallélement & @ F;. La famille de projecteurs (py)repi;r]
Jel1;r]n{k}

T
est dite associée a la somme directe E = @ Fy.
k=1

Remarque : Pour k € [1; r], le projecteur pj, est bien défini puisqu’on a

E=F,® < &P Fj>
jel1;rIN{k}

Théoréme 16. Soit (py)ref1;r] une famille de projecteurs associée & la somme directe E =
T

P Fr. On a

k=1

V(i,7) €[1;r]* avec i#j piop;=0 et Y pp=id
k=1

Démonstration. Soit i # j. Comme Im p; = F; C Ker p;, il s’ensuit p; o p; = 0 puis, pour

T
xr =) x;0na

=1
T T
> Pk <Z$z> = pr(;)
k=1 Ni=1 1<k i<r
Pour k # i, comme z; € F; C Ker pg, on a pg(x;) = 0 puis py(xy) = x) puisque zp € Fp =

Im p;, = Ker (id —py) d’on
> pi(x) = D pr(ar) = D wp =
k=1 k=1 k=1

,
autrement dit »  p, = id. O
k=1

VI Matrices semblables

Dans ce qui suit, 'ensemble E désigne un K-ev de dimension finie égale a n.
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1 Changement de base
Soient H, B, Bs des base de E, P = mat 4, A, la matrice de passage de H; a Hs.

Proposition 37. 1. P = matgy, 4, id (attention a l'ordre)
2. P € GL,(K)
8. P7! = maty, %,

4. matglﬁg = mat%e%’g X mat%ﬁg

Proposition 38. Soit v € E, Xy = matyg,x et Xo = matg,z, alors

X; =PX,

Proposition 39. Soit u € Z(E), A; = matyg u, Ay = maty,u, alors
A; =PA,P!

2 Définitions

Définition 23. Soient A,B € #,(K). Les matrices A et B sont dites semblables s’il existe
P € GL,(K) telle que A = PBP~1.

Proposition 40. La similitude (i.e. le fait que deuz matrices soient semblables) est une relation
d’équivalence.

Démonstration. Sans difficulté, on vérifie que la relation est réflexive, symétrique, transitive. [

3 Propriétés

’Proposition 41. Toute matrice semblable & une matrice d’homothétie est égale a cette matrice.‘

Démonstration. Immédiate en écrivant le produit matriciel. O

Théoréme 17. Soient A,B € #,(K) et uy € Z(K") avec matyupy = A ot € = (eq,...,en)
est la base canonique de K". Les conditions sutvantes sont équivalentes :
1. A, B semblables ;
2. Il existe E un K-ev de dimensionn, u € L (E), B, et By bases de E tels que A = maty, u
et B =matg,u ;
3. 1l existe B base de K" telle matgyus = B ;

Démonstration. On a clairement (3) = (2) avec E = K", u = up, #) = € et By = AB.
Le sens (2) = (1) est immédiat d’aprés les formules de changement de bases. Supposons A
et B semblables. Soit P € GL,(K) telle que A = PBP~!. Notons P = (p;;)1<ij<n €t posons

B = (¢j)1<j<n définie par : pour tout j € [1; n], e; = ipi,jei. Alors, on a maty % = P matrice

inversible donc & est une base de K" et d’aprés les foﬁrllules de changement de base, il vient
B = P7'AP = matguy

ce qui prouve (1) = (3). O

’Corollaire 1. Deux matrices semblables ont méme trace, méme rang, méme déterminant. ‘
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Démonstration. Conséquence immédiate du théoréme précédent. O]

Remarque : La contraposée est trés utile. La réciproque est fausse. Considérer I, et I,, + Eq,
pour n > 2.

Exemple : Etudier la similitude des matrices suivantes

110 1 10 1 00
A=1011 B=10120 C=1110
0 01 001 0 01

Si A et B sont semblables, notant u canoniquement associé a A, on aurait
2=rg(A—-I3) =rg(u—id)=rg(B—-13) =1
ce qui est absurde. Soit v canoniquement associé a B. Dans % = (ey, €1,€3), on a matgzv = C

d’ol C et B semblables.

Remarque : Il existe un résultat plus général : pour A € .#,(K), on a A semblable & AT,
Ce résultat est hors-programme et difficile a établir (requiert la réduction de Jordan ou la
décomposition de Frobenius).

VII Sous-espaces stables

1 Définitions

Définition 24. Soit u € L (E) et F un sev de E. Le sev F est dit stable par u si u(F) C F,
i.e. u(z) € F pour tout x € F.

Exemples : Les sev triviaux {Og} et E sont stables par tout endomorphisme, le noyau et
I'image (éventuellement triviaux) sont stables par un endomorphisme, ...

Définition 25. Soit u € L (E) et F un sev stable par u. La restriction de u a F notée U
induit un endomorphisme de F noté up : F — F, x — wu(z) appelé endomorphisme induit par u
sur F.

2 Interprétation matricielle

Proposition 42. Soit E un K-ev de dimension finie, u € L (E), F un sev de E avec dim F = m,
PBr une base de F complétée en B base de E. On a

F stable par u <= matgzu = ( g 2 ) avec A € M, (K)

Dans ce cas, on a A = matg, up.

Démonstration. On a u(F) CF <= u(%r) € F™ = Vect (%Br)™

d’out le résultat. O
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Proposition 43. Soit E un K-ev de dimension finie, Fy, ..., F, des sev de E tels que E = @@ Fy,
k=1

B = L—lj%k une base adaptée a cette décomposition et u € L (E). Les sev Fy sont stables par u
k=1
st et seulement si

matyu = diag(Ay, ..., A,) avec Ay € My, (K) et my =dimFy

Dans ce cas, on a Ay = matg, up, pour tout k € [1;r].

Démonstration. On a
VEe[l;r] uFy) CFr < Vke[l;r] u(ABy) € Fi'™* = Vect (%)™

d’out le résultat.

E’
0o [A]

matgu =

B. Landelle 16 ISM MP




	Espaces vectoriels
	Sous-espaces vectoriels
	Combinaisons linéaires
	Sommes de sev

	Dimension finie
	Bases
	Sous-espaces en dimension finie

	Applications linéaires
	Généralités
	En dimension finie

	Matrices par blocs
	Définitions, propriétés
	Produits, déterminants

	Endomorphismes remarquables
	Homothéties
	Projecteurs et symétries
	Projecteurs et somme directe

	Matrices semblables
	Changement de base
	Définitions
	Propriétés

	Sous-espaces stables
	Définitions
	Interprétation matricielle


