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Feuille d’exercices n°16

Exercice 1 (*)

Soit E un K-ev de dimension finie et f € Z(E). Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. E=Im f® Ker f 3. Im f2=1Im f
2. E=Im f+ Ker f 4. Ker f? =Ker f

Exercice 2 (*)
Soient E et F des K-ev de dimension finie et (f, g) € Z(E, F)% Montrer
rg (f) —rg(9)l <1g(f+9) <rg(f) +re(y

Exercice 3 (*)

Soit A € 4, (K) avec A triangulaire supérieure stricte. Montre que A™ = 0.

Exercice 4 (*)
Soit E = ., (K) avec n entier non nul. On pose
1
VWMeE (M) =M- ~Tr (M),
n

Justifier que ¢ € Z(E) puis calculer ¢? et Tr .

Exercice 5 (*)

Soit E = .#,(K) et ®: E — E,M + M. Calculer det ®.

Exercice 6 (**)

Soient p et ¢ des projecteurs de E. Montrer
p + q projecteur <= pog=gqop=1>0
Quand cette condition est réalisée, montrer que

Imp+qg=Imp+Imgq Ker p+ ¢ = Ker pN Ker ¢

Exercice 7 (**)

Soit E = #,(R) et H € E avec rg H = 1.

o ... Oy
0O ... 0

1. Montrer que H est semblable a . i avec les q; réels.
0O ... O

2. Montrer VA € GL,(R) det(A — H) det(A + H) < det(A)?

1



Exercice 8 (**)

,
Soit E un K-ev de dimension n et fi,..., f, des endomorphismes de E tels que > f; = id et
i=1

Z g (fi) < n. Montrer

=1
V(i,j) € [1;r]*  fiof;=0i;fi et E:élm fi
=1
Exercice 9 (*)

Soient «, § dans K et A = (g g) et B = (

suffisante pour avoir A semblable & B.

0 « ) . .. , .
. Déterminer une condition nécessaire et

3 0

Exercice 10 (**)

Soit n entier et Py = X*(1 — X)"* pour k € [0; n]. Montrer que & = (Py)ock<n €st une base
de R, [X]. Déterminer les coordonnées de la base canonique € = (X*)o<r<, dans la base 4.

xn

Exercice 11 (**)

Soient A, B dans .#,(R) semblables sur C. Montrer que A et B sont semblables sur R.

Exercice 12 (**)

Soit E un K-ev de dimension n et F un sev de E de dimension n—p (p < n). Montrer qu’il existe
H;,...H, hyperplans de E tels que F = ﬂ Hy.

k=1
Exercice 13 (**)

Soit f € Z(E) avec E un K-ev de dimension finie. On note

G={9eZE)|gof=[fog=0}
Vérifier que G est un sev de .Z(E) puis déterminer dim G.

Exercice 14 (**)
Soit E un K-ev de dimension finie et f € Z(E). On note
Vk e N N, = Ker f* I, = Im f*

1. Montrer que les suites (Ix)x et (Ng), sont respectivement décroissante et croissante et
qu’elles sont simultanément stationnaires.

2. On note r le rang a partir duquel les suites stationnent. Montrer E =1, & N,..

3. En déduire que toute matrice de .4, (K) est semblable & une matrice de la forme < g 1(\)1 )

ol C une matrice carrée inversible et N est une matrice carré nilpotente.



