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Feuille d’exercices n°17

Exercice 1 (**)

Soit A € A, (K) avec rg A =1 et Tr (A) = 0. Montrer que A est semblable & Ey ,,.

Exercice 2 (**)
Soit n entier non nul, E = R,[X]. Pour tout i € [0; n], on pose

Fi={PeE|Vje[0;n]\{i} P(j)=0}

Vérifier que les F; sont des sev de E et montrer que E = @ F;.
i=0

Exercice 3 (***)

Soit A € ., (K) vérifiant A"™! # 0 et A™ = 0. Montrer que A est semblable a B avec

0 1 0 ... 0
0 0 1 ...0
B =
: 0 1
0 0 0

Exercice 4 (**)

Soit E un K-ev de dimension n entier non nul et u € Z(E). On suppose qu’il existe z € E tel
que (zg,u(xg),...,u" (x)) base de E. On pose

C(u)={ve ZE) | vou=uov}
1. Montrer que %' (u) est une sous-algébre de .Z(E).
2. Montrer C(u) = K,—1[u]
3. Déterminer dim €' (u).

Exercice 5 (**)
Soit E = ., (K) avec n entier non nul et (A, B) € E2. On pose
YMeE  ®(M) =AM - MB
1. Vérifier que ® € Z(E).
P
2. Montrer V(M,p) € Ex N (M) = 3 (P)(_l)kAp—kMBk

k
k=0

3. Montrer que si A et B sont nilpotentes, alors ® I'est aussi.



Exercice 6 (***)

1. Soit E un K-ev et f € Z(E) tel que (x, f(x)) est liée pour tout x € E. Montrer que f est
une homothétie.

2. Soit A € #,(K) de trace nulle. Montrer que A est semblable une matrice de diagonale
nulle.

Exercice 7 (***)

Soit E un K-ev de dimension n entier non nul.

1. Soient u, v dans .Z(E). Montrer
rg (v) —rg (uowv) < dimKer u
2. Soit u € Z(E) nilpotent d’indice p.
(a) Montrer que la suite (Ker u*); croit strictement puis stationne.

(b) Etablir L <dimKeru<n—p+1
p

Exercice 8 (***)
Soit f € Z(E) avec E un K-ev de dimension finie tel que f3 = 0.

1. Montrer rg f+1g f2 < dimE

2. Montrer 2rg f2<1g f

Exercice 9 (**%*)

Soit A = (a; ;) € A, (K) avec n > 2.
1. On suppose Vi € [1;n] la;;| > R; avec R;= > aiyl
Jel1;n]N{d}
Montrer que A € GL,,(K).

2. On considére A € #,(K) avec a;; =3 et a;; =1si|i—jl=1eta;; =0si]i—j >2
pour (z,7) € [1; n]* Montrer que la matrice A est inversible.

Exercice 10 (**%*)

Déterminer les sev stables pour 'endomorphisme dérivation de K[X].

Exercice 11 (***)

Soient f, g des projecteurs non nuls de E un K-ev tels que
A ) €ER? | fog—gof=Af+nug
On suppose (A, u) ¢ {0, 1}2.
1. Montrer que Im fog CIm g et que Im f C Im g.
2. Etablir que A+ =0 puis fog = f.
3. En déduire f = g.



