ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°07

Exercice 1 (*)

Nature de la série de terme général :
1. e~ V() 2. In(th (n)) 3. Yn+1—{n

Corrigé : 1. On a y/In(n) < In(n) pour n > 3 d’ou

1
Vn>3 e VR > >9
n
Par comparaison La série S e VI diverge.
n>1
2.0n ath(n) —— 1 dou
n—oo
e —e™" —2e™"
In(th ~ th(n)—1 et th(n)—1l=———-1=—"—— ~ —2e° 2"
n( <n)) n—+00 (n) © (n) e 4+ e e 4+ e " no+oo ©
d’ou In(th (n)) ~ —2e2"
n—+0oo

2

La série > — 2e 72" converge en tant que série géométrique de raison e =2 et d’aprés le critére

des équivalents (licite, signe constant), on conclut

La série > In(th (n)) converge.

n=1

3.0n a W_(/_:\/ﬁ<eiln(1+}z)_1>:eln(;><l+O(1>> 1

n? n? n—+oo N2
D’apreés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs et d’apreés le critére de Riemann,
on conclut

La série > i/n+ 1 — {/n converge.

n=1
Exercice 2 (**)
Nature de la série de terme général :
ik! 2. th(n)" 5 In(n)"
(n+1)!
. n! 1
Corrigé: 1. On a Vn e N Uy = =
n+1)! n+1

’La série > u, diverge. ‘




—2ne™"

~ — -  ~ = —2n
2.0n a nln(th (n)) n_Hoon(th (n) —1) o h o e 2ne — 0
d’ol th (TL)” — enln(th(n)) -1
n—oo

La série > th(n)" diverge grossiérement.

3. Avec I'équivalent de Stirling, on a

1“@” ~ )y (£)"

n!  n-otoo n/ /2rn
et n?In(n)" (S>n L exp {2 In(n) +nln(In(n)) + n —nln(n) — 11n(27m)
n/ \/2mn 2

=exp[—nln(n)(1+4o(1)] —— 0

n—oo
d’ou In(n) =0 <i>

n! n?

Par comparaison et critére de Riemann, on conclut

1 n
La série > n(n) converge.
n>1 n'

. , o . In(n)" .

Variante : On procéder sans 1’équivalent de Stirling. Notant u, = — bour n entier non
n!
nul, on a
Vi € N* Uni1 _ <ln(n - 1))" In(n + 1)
U, In(n) n+1
) —ow [ (1 g (1)) <o (o)

t — ] = In1 In{1+— = —(1 1)) ——1
e ( () exp (nln +ln(n) n{l+- exp ln(n)( +0(1) —
d’ou Inil

un n—oo

On conclut avec le critére de d’Alembert.

Exercice 3 (**)

Nature de la série de terme général :

L sin (mv/T57?) 2. \/n+ (—1)" — i 3. sin ((2 + V3)")

Corrigé : 1. Avec le développement usuel /1 + u =, 14+ g + O(u?), on trouve
u—

U, = sin (m/l —i—n2) = sin <7rm/ 1+ %)
n
) 1 1
= sin <7m (1 + o2 + 0O <F>)>

e (f e0(3]) - o)



s . ﬂ-
La série (—1)"2— converge car vérifie le critére des séries alternées et la série O< 3>
n>1 n n>1 n

converge par critére de Riemann. Ainsi

La série ) sin <7r\/1 + n2> converge.

2. Avec le développement usuel /1 +u =1+ g + O(u?), on obtient

— Iy - \/_—\/’<\/7—1>
—W(H(z) +0(2)) = 55 +0 (m)

La série ) v, est alternée avec (|v,|), décroissante de limite nulle d’out sa convergence et Y w,
converge par comparaison et critére de Riemann. On conclut

La série ) | [\/n + ( \/_} converge.

Remarque : On peut méme calculer sa somme en considérant par exemple la somme partielle
2n+1

> uy avec n entier et en séparant les termes d’indices pairs et impairs.

3.0n a
Vn €N (2—|—\/§>n+ (2—\/§)n:ki0(2)2“—k [(ﬁ>k+ (_\/g)’“] :20 ; (272)2n—2k3k
Ainsi o

VneN  w, =sin(r(2 + V3)") = sin (27an -7 (2 — \/§>n) = —sin <7T (2 - \/g)n)
D’oi, avec [sin(u)| < |u| pour u réel, il vient
Vn € N lun| < (2 —V/3)"

Enfin, on a 1 <3 <4 d’ot 0 < 2 — /3 < 1. Par comparaison a une série géométrique de raison
dans | 0; 1, on conclut

La série ) sin (77 (2 + \/§)n> converge absolument.

Exercice 4 (*)

Etudier la nature de la série >

en fonction du parameétre 8 € R.
Ssnln(n)s

1 1
Corrigé : S5i 5 <0, on a Vn > 2 —_— > —
nin(n)? = n
1
d’ou la divergence de la série n%:ﬂlln—(n)ﬁ par comparaison. Pour 8 > 0, la fonction ¢ +— W

est continue, décroissante, positive sur [2;+o00 [ donc, par comparaison série/intégrale, la série

+00 dt
né:gnln—(n)ﬁ est de méme nature que I'intégrale o tln(t)8

. Enfin, avec le changement u = In(t),

3



+00 dt +00o
les intégrales et — sont de méme nature. Ainsi, avec le critére de Riemann,
o tln(t)? o P

n

on conclut

La série )

5 converge si et seulement si g > 1.
aSanln(n)

Exercice 5 (*)

n

Etudier la nature de la suite de terme général u, = > — In(In(n)).
=k In(k)

Corrigé : Soit n > 2. Avec le développement usuel In(1 + u) = u + O(u?), on trouve

Up — Up_1 = ﬁ(n) —1In(In(n)) + In(In(n — 1)) = m +1In (ln(n) +1In (1 — %)) — In(In(n))
=g+ (= gy +© (o)) =0 Gagar) =0 (32)

Ainsi, la série Y [u, — u,_1| converge et d’aprés le lien suite/série téléscopique, on conclut
n=3

La suite (uy), converge.

Exercice 6 (**)

Soit a > 0. Nature des séries de terme général :

(-1 1 (1)
et () 2. ika 3. In (1 + )

Corrigé : 1. On a
e e (S relw)) - S m e ()

La série Y v, vérifie le critére des séries alternées. Puis

w, ~ —— <0
nn%-ﬁ—oo n2o

Ainsi, d’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant & partir d'un certain rang) et le
critére de Riemann, on a
1

> w, converge <— « > 3

—1)"
On conclut La série ZL converge si et seulement si o > —.
n® 4 (=1)» 2

2. Pour n entier non nul, on a d’aprés le théoréeme de convergence des sommes de Riemann
appliqué a la fonction ¢ — t* continue sur [0;1]

Zn:ka:n‘”l—i <E>a -
=1

~Y
nig— \n/ n-o+ca+1

a+1




1 a+1

D’ou ~ —
ika n—+oo notl

k=1

D’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on conclut

La série > —
> ke
k=1

3. 0n a In (1 + (_1)n> = (=1 — nl +o (ni)

converge pour tout a > 0.

La série Y v, vérifie le critére des séries alternées. Puis
1

Y
n—+oo  2n2a

Wn,

Ainsi, d’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on a

1
> w, converge <— a > 3

_1 n
On conclut La série Y In (1 + (=1)
nO{

. ) 1
) converge si et seulement si o > 7

Exercice 7 (**)

Soit f € €,m (R, R) fonction décroissante de limite nulle en +0o. On pose

(n+1)
Vn € N Up = / f(t)sin(t) dt

+00

Etudier la nature de la série > u, puis la nature de I'intégrale f(t)sin(t) dt.
0

Corrigé : La fonction f est décroissante de limite nulle donc positive. Avec le changement de
variables © = t — nm, on obtient

Vn e N Uy = / f(u+ nm)sin(u + nr) du = (—1)”/ f(u+ nm)sin(u) du
0 0
La série Y u, est donc alternée. Par décroissance de f, on a

Vn e N /wa(u + (n+ 1)m)sin(u) du < /Oﬂf(u + nm) sin(u) du

et / f(u+ nm)sin(u / f(nm)du=nf(nm)=o0(1)

Ainsi, la série > u, vérifie le critére des séries alternées et par conséquent

(n+1)7r
La série Z/ (t)sin(t) dt converge.

Soit z > 0. Pour n entier, on a



X .
Notons n, = L—J Comme n,m > x — m, on a n,m —— +00. Puis
m T—>+00

£ sin(t) df — /0 " ) sin() dt‘ _

' f(t)sin(t) dt’

Ny T

< / (t) dt < (x —ngm)f(nem) < wf(nem) —— 0

T—r+00

et /nzﬂf(t) sin(t) niluk —_— Zun
0

—0 T—r+00 n=0

D’aprés ce qui précéde, la fonction x +— / f(t)sin(t) dt tend vers la méme limite pour x — +00

et on conclut

(n+1)m +00

Z f(t)sin(t) dt = f(t)sin(t) dt

0

Exercice 8 (*)

Vérifier la convergence puis calculer la somme des séries suivantes :

1 cos(n)
1. Y ———— 2.
Sl 1) Lo
1 1 1
Corrigé : 1. On a Vn > 1 - =

nn+1) n n+l1

1
Comme — —— 0, d’aprés le lien suite/série téléscopique, on conclut

n n—oo
La série > t f}o—l | lim L—1
a Serie converge e = — im — = 1.
n>1n<n + ) & n=1 n(n + 1) n—+oo N,

e'\" 1
2. La série ) <§> converge absolument puisque = 22—n est une série géométrique

e
2
convergente. On trouve

+zojo(ei)n_ el el(2—e™) 2 -1
2/ 2—el  (2—cos(1))2+sin’1 5 —4cos(1)

n=1
= 2 1)—1
Ainsi La série glc Q(n) converge et ngl co;in) =7 C_OS;CC))S(D

Exercice 9 (**)

Vérifier la convergence puis calculer la somme des séries suivantes :

1. S ln (1 - i) 2. (=1)"

n>2 3n + 1

Corrigé : 1. Soit n > 2. On a



En(i-) = En ()
= 3 ik~ 1) ~ (k)] + 3 [k + 1) ~ (k)

Ju—

nn+1)—Inn —In(2) =In (1 + %) —In(2)

Eu(-)

1 oy 1
On conclut La série ) In (1 — —> converge et »_ In <1 — —2) = —1In(2)
n

2
n=2 n=2

—1)" 1
2. Lasérie ) ( +) ] est alternée et vérifie le critére des séries alternées puisque la suite (3 n 1)
n

n

1
décroit et tend vers zéro. Pour n entier, en observant = / 3% dt pour k entier, il vient
0

3k +1
par linéarité de 'intégrale

n (—1)k n 1 n 1 — t3 n+1 1 dt 1t3(n+1)
Zu — ( / 3% dt = / — dt = / 3 + (_1)n/ : dt
k203k+1 k=0 0 1+t 0 1+t 0 1+t

1t3(n+1) 1 1
Puis VneN og/ﬁ dfg/Q%HU&:
o 1+ 0 3n+4

oo (—1)" bode
Ainsi > (=1) = /

n=03n +1 o L+13
Aprés décomposition en éléments simples, on trouve

1 1 17 1 t—2
[0;1] 1+t (1+)2—t+1) 3Lt+1 t2—t+1

. Pdt 1 ftdt 1] 2t—1 3
Puis == a T 3 ) - 2 dt
o 1+t 3\ Jo 1+t 2)) L2—t+1 (t—1/2)2+3/4 1
1 1 2
= - ln2——{ln 2 —t+1]) —2 3Arctan<—t—12>}
—1)" S
Ainsi La série Zén—l—)l converge et nZO'?E +)1:§<ln(2) %)

Exercice 10 (**)

1. Montrer V(z,y) € (]RJF)2 Arctan () — Arctan (y) = Arctan (f; i )
xry

1
2. Convergence puis so e de la série Arcta (—)
nvergence puis somm rie > Arctan Tn o n?

n=1
. . . s T
Corrigé : 1. Par trigonométrie, on trouve pour (a,b) € } —3 ; 5 [ tel que a — b € } 5 5 [
tan(a) — tan(b)

tan(a - b) 14+ tan( )tan(b)

Comme Arctan (tan(u)) = u pour tout u € } - [, il s’ensuit

7r.
272
7



tan(a) — tan(b) )

rctan (tan(a — b)) = a rctan 1 + tan(a) tan(b)

On a également tan(Arctan (u)) = u pour tout v € R. Pour (z,y) € (R.)? on choisit a =
Arctan (z) et b = Arctan (y). Les conditions précédentes sur a et b sont bien vérifiées avec en

particulier

—g < — Arctan (y) < Arctan (x) — Arctan (y) < Arctan (z) <

NN

Ainsi, en appliquant les relations précédemment obtenues, on trouve

2 . r—=1y
V(z,y) € (Ry) Arctan (x) — Arctan (y) = Arctan (1 n xy)

2. On a pour n entier

1 1—
Arctan <—> = Arctan (n—i—_n) = Arctan (n + 1) — Arctan n
1 +n+n? 1+n(n+1)

. . 212 . ™
Il s’agit donc d’une série téléscopique et comme Arctan (n) —— 5 et Arctan (1) =
n—oo

conclut

. 1 oo 1 T
La série > Arctan (m) converge et »_ Arctan <m> =7

n>1 n=1

Exercice 11 (**)

Nature des séries de terme général :

0 th(k) 11 +00 1
: — 2. (1))=Y —= 3. -
k:%l VE (=1) n%; k k:%lkln(ky
th (n) 1

Corrigé : 1. On a

Par sommation de relation de comparaison, on a
+oo th (k») +o0 1

k::;—i-l kVk oo S kVk

Par comparaison série/intégrale, on a pour n entier non nul
oo de 1 oo dt
<y <[ 5
n+1 t\/g k:n-&-lk\/E n t\/E

. too th (k) 2
Ainsi =\ L 2
k:;Jrl kvVk n—toe y/n
. oo th (k) .
Et on conclut La série —= diverge.
2 2 ek e

) 1
2. Par décroissance de t — —, on a

Vit

Vi € N 1 </m@<1
n X = r—
vn+1 WVt oUn

oo

b

on



n \/I_f n—+o00 \/ﬁ

I .. . : :
Comme Y ——= diverge, on a par sommation de relation de comparaison

d’ou I'équivalent

n>1
n no Mt n dt nt1
S — = 2 n
; \/_ n~>+oo kzl/ \/E 1 [ ﬂ n—+00 \/_)
121 1
P it 1= — = 0 <_)
ar suite (—1) 7121@;1 e .
o - J i
Ainsi La série ) (—1)"— > —= converge absolument.
n>1 n®rp—1 k

3. Par comparaison série/intégrale, on a pour n entier non nul

/“’O dt Teo 1 /“’O dt
P D I e M
np1 t1In(t)? xSk In(k)? n  tIn(f)?

Avec le changement de variable u = Int, on trouve

/+oo dt B /+oo% B 1
. tIn(t)z In(n) u?  In(n)

+00 1 1

P it ~
Ar suite 2 RTn(R? o 2oe Tni)
o 1 1
Par convexité, on a Vn € N* >
In(n) = n—1
Par comparaison, on conclut |La série Z diverge.
k=n+1 kln (k)

Exercice 12 (**)

Soit (u,), la suite réelle définie par ug > 1 et u,.1 = In(e — 1 + u,) pour n entier.

Montrer que u, — ¢ avec £ un réel & préciser puis déterminer la nature de la série » (u,, — ).
n—oo

Corrigé : 1. On pose f(z) =1In(e — 1+ z) pour > 1. La fonction f croit et on a
Ve > 1 fr) <z <= e—1+z<e” <= z2>1

aprés une étude rapide de fonction. Une récurrence immédiate donne (u,), minorée strictement
par 1 et on a (u,), monotone et donc décroissante et d’aprés le théoréme limite monotone,
la suite (u,), converge. La limite ¢ est point fixe de la fonction f continue sur [1;+00] et
f(z) =2 <= z=1dou

Uy —— 1

n—oo

2. La série > (u, — 1) est a termes strictement positifs d’aprés ’étude précédente. La fonction f
est dérivable et on trouve

Unt1 — 1 flun) — f(1)

Uy — 1 Uy — 1 n—00




D’aprés le critére de d’Alembert, on conclut

La série Y (u, — 1) converge.

Variante : La fonction f est dérivable sur [1;+o00 [ avec
1

vezl o @)=y

D’aprés I'inégalité des accroissements finis, il vient
V(w,y) € 100" |f(2) = f(y)l <e o —yl
d’ou Vn e N [ty — 1] < e tu, — 1|
Une récurrence immédiate donne
Vn e N lu, — 1] < e ™™ Jug — 1

On conclut que la suite (uy,), et la série > (u, — 1) convergent.
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