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Feuille d'exercices n°21

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (**)

Soit E un R-ev de dimension n ⩾ 2 et u ∈ L (E). On suppose que E est le seul sev non nul
stable par u.

1. L'endomorphisme u possède-t-il des valeurs propres ?

2. Montrer que pour tout x ̸= 0E, la famille Lx = (x, u(x), . . . , un−1(x)) est une base de E.

3. Déterminer matLxu. Cette matrice dépend-elle du choix de x ∈ E∖ {0E} ?

Indications : 1. Considérer une droite vectorielle stable par u.
2. Considérer Vect (Lx).
3. Pour y ∈ E∖ {0E}, déterminer un(y) en fonction des uk(y) avec k ∈ [[ 0 ; n− 1 ]].

Exercice 2 (**)

Soit E = {f ∈ C 0([ 0 ; +∞ [ ,R) | f(0) = 0}. On pose

∀f ∈ E T(f)(x) =


1

x

∫ x

0

f(t) dt si x > 0

0 sinon

1. Justi�er que E est un R-ev et T ∈ L (E).

2. Déterminer les éléments propres de T.

Indications : 1. Pour f ∈ E, véri�er la continuité de T(f) en zéro.
2. Soit λ réel et f ∈ E∖ {0} tel que T(f) = λf . Dériver cette relation puis étudier la non nullité
de f et sa continuité en 0.

Exercice 3 (***)

Soit E un K-ev de dimension �nie, u ∈ L (E).

1. Soit x ∈ E∖{0E}. Justi�er qu'il existe un unique polynôme unitaire πu,x ∈ K[X] véri�ant
πu,x(u)(x) = 0E et divisant tout polynôme P ∈ K[X] véri�ant P(u)(x) = 0E.

2. On suppose πu = Pr avec P irréductible et r entier non nul. Montrer qu'il x ∈ E∖ {0E}
tel que πu,x = πu.

Indications : 1. Pour x ∈ E∖ {0E}, considérer

Ix = {P ∈ K[X] | P(u)(x) = 0E}

et véri�er qu'il s'agit d'un idéal de K[X].
2. Observer que pour x ∈ E ∖ {0E}, on a πu,x|πu puis considérer πei pour i ∈ [[ 1 ; n ]] avec
B = (e1, . . . , en) une base de E.
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Exercice 4 (***)

Soit A ∈ Mn(K) avec rg A = 2. Déterminer une expression de χA en fonction de Tr (A) et
Tr (A2).

Indications : Montrer que A est semblable à M =

Å
0 B
0 A′

ã
avec A′ =

Å
a b
c d

ã
puis calculer

M2 et A′2.

Exercice 5 (***)

Soit E un C-ev de dimension �nie, f et g dans L (E) tels que

f ◦ g − g ◦ f ∈ Vect (f, g)

Montrer que f et g admettent au moins un vecteur propre commun.

Indications : Notant f ◦ g − g ◦ f = αf + βg avec α, β complexes, traiter le cas avec α ̸= 0,
β = 0 puis α = 0 et β ̸= 0 et en�n α et β non nuls. On pourra calculer f◦h−h◦f avec h = αf+βg.

Exercice 6 (**)

Soit u un endomorphisme de E un K-ev admettant un polynôme minimal πu et P ∈ K[X].

1. Montrer P(u) ∈ GL(E) ⇐⇒ P ∧ πu = 1

2. Montrer que si P(u) ∈ GL(E), alors P(u)−1 ∈ K[u].

Indications : 1. Si P ∧ πu = 1, utiliser la relation de Bezout. Pour la réciproque, procéder par
contraposée.

Exercice 7 (****)

Soit E = Mn(C), (A,B) ∈ E2 et on pose φ(M) = AM+MB pour tout M ∈ E. Établir

Sp (φ) = Sp (A) + Sp (B)

Indications : Pour établir Sp (A) + Sp (B) ⊂ Sp (φ), considérer α et M matrice non nulle telle
que φ(M) = αM puis observer AM = M(αIn − B) et en déduire P(A)M = MP(αIn − B) pour
P ∈ K[X]. Considérer πA et conclure.
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