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Feuille d’exercices n°10

Exercice 1 (*)

Etablir Vo e [0;1] sin(rx) < (1 — )

Corrigé : La fonction = — sin(mz) est concave sur [0;1] puisqu’elle est dérivable de dérivée
x +— mcos(mx) décroissante sur [0;1]. Ainsi, sa tangente en 1 est au dessus du graphe d’ou

Vo e [0;1] sin(mz) < 7(1 — x)

Y
y=mn(l—x)

y = sin(mz)

Exercice 2 (*)
. ) T
Etablir VYV € [O ; 5 [ r<tanx

. 2 . s 7T . N 9
Corrigé : La fonction tan est dérivable sur [O '3 [ et on a tan’ = 1+tan? qui croit sur 'intervalle

considéré. Ainsi, la fonction tan est convexe et considérant sa tangente en 0 qui est en dessous
du graphe, il vient

V:EG[O;

[ tanx > x

bo |

Exercice 3 (*)

1
Soit f € €*(]0;+00[,R) et g : |0;400[ = R,z — xf <—> Montrer que f est convexe si et
T

seulement si g I'est.

Corrigé : La fonction g est de classe €2 comme composée de telles fonctions. Par dérivation,

on trouve
! _ 1 1 li l 1 _ l 1 1
Ve >0 g(x)—f<x> xf <x> g (x)_x3 (m)
B % _ i 7 l " _ i " l
d’otr Ve>0 g (x)—xsf <m) et f (x)—xgg <x>

1 . . . .
Comme x — — réalise une permutation de |0;+o00 [, les fonctions ¢” et f” sont de méme signe
x

et on conclut

La fonction f est convexe si et seulement si g l'est. ‘

1



Exercice 4 (*)

Que peut-on dire de la somme deux fonctions convexes ? de leur produit ?

Corrigé : Soit I intervalle de R et f,g : I — R deux fonctions convexes. Soient (z,y) € 1% et
A€[0;1].On a
{f()\x + (1 =Ny) <Af(@)+ (1= A)f(y)
gz + (1= N)y) < Ag(z) + (1= Ng(y)

et sommant ces deux lignes, on obtient

(f+9Qz+ 1 =Ny) <Af+g)(x)+ (1 =N(f+9) ()

ce qui prouve la convexité de f+ ¢g. En revanche, on ne peut rien dire concernant le produit. Par
exemple, si on considére les fonctions convexes x — 2 et x — z, leur produit n’est ni convexe,
ni concave. Si on impose que les fonctions soient positives, le résultat est toujours faux, par
exemple en considérant z — (x —1)% et z — (z+1)? dont le produit est z — x* — 222 + 1. Ainsi

’Une somme de fonctions convexes est convexe mais on ne peut rien dire du produit.

Exercice 5 (*)

1. Une composée de fonctions convexes est-elle convexe 7

2. La composée d’une fonction croissante convexe avec une fonction convexe est-elle convexe 7

Corrigé : 1. Avec f:x— —x et g:x+— 22, ona fog:x+— —z2 non convexe.
g g ) g

’Une composée de fonctions convexes n’est pas forcément convexe.‘

2.S0it g: T —Ret f:J— RavecIm g CJ, fetgconvexes et f croissante. Pour (z,y) € I?
et A € [0;1], il vient par convexité de g

g(Az + (1= N)y) < Ag(z) + (1 = N)g(y)

puis par croissance de f

fogz+(1—=Ny) < fhg(z)+ (1= Ng(y))

et par convexité de f

foghz+(1—=X)y) <Afog(x)+(1—X)fog(y)

Ainsi

’La composée d’une fonction croissante convexe avec une fonction convexe est convexe.

Exercice 6 (*)

Soit (£2,P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire réelle et f : R — R convexe.
Montrer F (B(X)) < E(/(X))

Corrigé : Comme > 6 P(X =2x)=1etP(X =2) > 0 pour x € X(Q), il vient d’aprés

zeX(Q)
I'inégalité de Jensen



Par transfert, on a > fl@)PX =x) =E(f(X))

On conclut f(EX)) <E(f(X))]

Exercice 7 (*)

Soit f € €pm([a;b],R), g € €°(R,R) et g convexe. Montrer

g(;,ia/abf) <ﬁ/abg<>f

Corrigé : Soit n entier non nul. D’aprés I'inégalité de Jensen, on a

s (e io2?)) < oo s (i)

n

Faisant tendre n — +00, on obtient d’apreés le théoréme de convergence des sommes de Riemann
appliqué aux fonctions continues par morceaux f et go f et la continuité de g

1 b 1 b
<

Exercice 8 (*)

n 1 n
Soient x1,...,x, = 0. Montrer DT = =D /T
i=1 Vni=i

Corrigé : La fonction /- est concave sur R, . D’aprés I'inégalité de Jensen, il vient

1 1
— i = — i
V&2 p Vo

n 1 n
On conclut T = —— Z;
V&2 ma v

Exercice 9 (*)

Soit o > 1. Etablir Ve >0 1—2*<a(l -2

Corrigé : On pose f(z) =1 — z® pour x > 0. La fonction f est dérivable avec f'(x) = —az®™!

pour x > 0. La dérivée f’ décroit et on en déduit la concavité de f sur [0;+oo[. Par position
graphe/tangente, on a

Vo0 f(2) < ()@ —1)+ (1)

Et on conclut ‘Vx >0 1—2*<a(l -2 ‘




Exercice 10 (*)

Soit E un R-ev. Montrer qu'une intersection de parties de E convexes est convexe.

Corrigé : Soit (C;)er une famille de convexes et a,b € ﬂ C;. Pour A€ [0;1], on a
1€l

Viel Aa+ (1=XMbeC

c’est-a-dire Aa+ (1 —=XM)be ﬂ C;
i€l
Ainsi | Une intersection de convexes est un convexe.

Exercice 11 (**)
Soit f € €'([a;b],R) convexe. Montrer

v-af(*57) < [ o< oo oI

Corrigé : Par convexité, le graphe de f est sous la corde entre a et b et au-dessus de la tangente
a+b

d’oul

en

vielan] (S0 (-0 4 (C8) < ) < @) + @by - a)

On intégre et on obtient

b b b
v-af(57) < [ o< o- oI
Exercice 12 (**)
Etablir YV € [O;g} 1—0083321;

Corrigé : Par concavité, on a

2
Vte[o;q sint > ¢
2 s
Aprés intégration, il vient
x $2
vxe[ ;q / sintdt}/—tdt

2 0 o T
7 22
D’ou VIE[O;—} 1—cosxz > —
2 s




Exercice 13 (**)

Soit f : R — R convexe majorée. Montrer que f est constante.
Le résultat subsiste-t-il pour f: R, - R?

Corrigé : Supposons f non constante. Il existe a < b tel 7(a,b) # 0. Supposons 7(a,b) > 0. Par
croissance de z — 7(a, ), on trouve pour z > b

T(a,z) > 7(a,b) <= f(z) > f(a) + (z — a)7(a,b) —— +o0

T—r+00

Supposons 7(a, b) < 0. Par croissance de x — 7(a, x), on trouve pour = < a

T(a,x) < 7(a,b) < f(z) = f(a) + (x — a)7(a,b) — 400

Ainsi ’La fonction f est constante.‘

Le résultat est faux pour f:[0;+0o0[ — R. On peut considérer f : x — —z par exemple.

Exercice 14 (**)

Soit p entier non nul et (u,), suite de réels positifs telle que > u,, converge. Montrer que la série
p—1 %

> (H unﬂ-) converge.
i=0

Corrigé : Par concavité, on a

p—1 % 1p—1 1p—1
In (H unﬂ») =-—> lnu,; <In (—Zunﬂ-)
i=0 Pi=0 Di=o0

. p—1 P 1p=1 1
d’ou <H un+i> < =Y Upti = — [Rn1 — Rygpi]
i=0 Pi=0 D
N 1 1 p—1 N+p 1p—1
et Z - [Rn—l - Rn—i—p—l] - - ZRn—l - Z Rn—l —_— = ZRn—l
n=0p P |n=0 n=N+1 N—+o00 Dy

Par comparaison pour des séries a termes positifs, on conclut

P

p—1
La série ) <H unﬂ-) converge.
i=0




