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Feuille d'exercices n°13

Exercice 1 (*)

Montrer que ]−1 ; 1 [ muni de la loi ⋆ dé�nie par x ⋆ y =
x+ y

1 + xy
est un groupe commutatif.

Corrigé : La fonction th réalise une bijection de R sur ]−1 ; 1 [. Soit (x, y) ∈ ]−1 ; 1 [. Il existe
u, v réels tels que x = th u et y = th v puis

x ⋆ y =
th u+ th v

1 + th u th v
= th (u+ v)

La loi ⋆ est donc une loi interne, clairement associative et commutative, d'élément neutre 0 et
tout élément x admet pour symétrique −x. On conclut

L'ensemble (]−1 ; 1 [ , ⋆) est un groupe commutatif.

Remarque : Une véri�cation naïve sans la fonction th fonctionne sans di�culté.

Exercice 2 (**)

Soit φ un morphisme non constant d'un groupe �ni (G, ⋆) vers (C∗,×). Calculer∑
x∈G

φ(x)

On pourra considérer l'application x 7→ a ⋆ x avec a ∈ G bien choisi.

Corrigé : Soit a ∈ G tel que φ(a) ̸= 1. L'application x 7→ a ⋆ x est une permutation de G dont
la réciproque est donnée par x 7→ a−1 ⋆ x. Ainsi, on a∑

x∈G
φ(x) =

∑
x∈G

φ(a ⋆ x) =
∑
x∈G

φ(a)φ(x) = φ(a)
∑
x∈G

φ(x)

Compte-tenu du choix de a, on conclut ∑
x∈G

φ(x) = 0

Exercice 3 (*)

On pose Z[i] = {a+ ib, (a, b) ∈ Z2}

Montrer que (Z[i],+,×) est un anneau commutatif puis déterminer U(Z[i]). On pourra considérer
l'application N : C → R, z 7→ zz̄.

Corrigé : On a Z[i] sous-groupe de (C,+) et contenant 1. Puis, soit (a, b), (c, d) dans Z2. On a

(a+ ib)(c+ id) = ac− bd+ i(ad+ bc) ∈ Z[i]

et loi × est commutative. Ainsi

L'ensemble Z[i] est un anneau commutatif.

Notons N(z) = zz̄ pour z ∈ C. On a N(zz′) = N(z)N(z′) pour tout (z, z′) ∈ C2 et
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∀(a, b) ∈ Z2 N(a+ ib) = a2 + b2 ∈ N

Soit a+ ib ∈ U(Z[i]). Il existe c+ id ∈ Z[i] tel que (a+ ib)(c+ id) = 1 et

N((a+ ib)(c+ id)) = N(a+ ib)N(c+ id) = N(1) = 1 =⇒ (a, b) ∈ {(+− 1, 0), (0, +− 1)}

Autrement dit U(Z[i]) ⊂ {+− 1, +− i}
L'inclusion réciproque est immédiate et on conclut

U(Z[i]) = {+− 1, +− i}

Remarque : L'anneau Z[i] est appelé anneau des entiers de Gauss.

Exercice 4 (**)

On note D =
{ p

10n
, (p, n) ∈ Z× N

}
1. Montrer que D est un sous-anneau de (Q,+,×).

2. Déterminer U(D).

Corrigé : 1. On a 1 =
1

100
∈ D. Pour (x, y) ∈ D2, on a x =

p

10n
et y =

q

10m
avec (p, q, n,m) ∈

Z2 × N2 puis

x− y =
p

10n
− q

10m
=

10mp− 10nq

10n+m
∈ D et xy =

p

10n
q

10m
=

pq

10n+m
∈ D

Ainsi L'ensemble D est un sous-anneau de (Q,+,×).

2. Un élément de U(D) s'écrit
p

10n
et il existe q et m entiers tels que

pq

10n+m
= 1. Ainsi, on a

pq = 10n+m d'où p|10n+m et par conséquent

U(D) ⊂
ß
(−1)ε

2p5q

10n
, (ε, n, p, q) ∈ {0, 1} × N3

™
Réciproquement, pour (n, p, q) ∈ N3, on a

10n

2p5q
=


10n2q−p

10q
si q ⩾ p

10n5p−q

10p
si p ⩾ q

On conclut U(D) =
ß
(−1)ε

2p5q

10n
, (ε, n, p, q) ∈ {0, 1} × N3

™
Exercice 5 (**)

Soit (A,+,×) un anneau commutatif. Un élément x ∈ A est dit nilpotent s'il existe n entier non
nul tel que xn = 0A. On note

N (A) = {x ∈ A | x nilpotent}
1. Montrer que N (A) est un idéal de A.

2. Soit a ∈ N (A). Montrer que 1A − a est inversible.

3. Soit a ∈ N (A) et b inversible. Montrer que a+ b est inversible.
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Corrigé : 1. On a 0 ∈ N (A). Soit (x, y) ∈ N (A)2 et n,m entiers non nuls tels que xn = ym = 0.
On a (−x)n = ((−1)x)n = (−1)nxn = 0 d'où −x ∈ N (A). Puis

(x+ y)n+m =
n+m∑
k=0

(
n
k

)
xkyn+m−k

Pour k ∈ [[ 0 ; n+m ]], on a un des deux exposants k ou n+m− k su�samment grand (on peut
le voir comme une utilisation du principe des tiroirs : on doit placer n+m chaussettes dans les
deux tiroirs que constituent les exposants sur x et y dans la somme). Soit on a k ⩾ n, soit on a
k < n d'où n+m− k > m. Par suite, il vient (x+ y)n+m = 0 d'où N (A) sous-groupe de (A,+).
En�n, pour (a, x) ∈ A×N (A), avec n entier tel que xn = 0, on a (ax)n = anxn = 0 et ainsi

L'ensemble N (A) est un idéal de l'anneau A.

Remarque : L'idéal N (A) est appelé nilradical de l'anneau A.

2. Il existe n entier tel que an = 0. D'après l'identité de Bernoulli, on a

1 = 1− an = (1− a)
n−1∑
k=0

an−1−k

Ainsi ∀a ∈ N (a) 1− a ∈ U(A)

3. On a a + b = b(1 − c) avec c = −b−1a nilpotent puisque N (A) est un idéal. Ainsi, on a
1− c ∈ U(A) et comme U(A) est un groupe, on conclut

∀(a, b) ∈ N (A)× U(A) a+ b = b(1 + b−1a) ∈ U(A)

Exercice 6 (**)

Un idéal I d'un anneau commutatif (A,+,×) est dit premier si

∀x, y ∈ A xy ∈ I =⇒ x ∈ I ou y ∈ I

Décrire les idéaux premiers de (K[X],+,×).

Corrigé : Soit I idéal premier de K[X]. On suppose I ̸= {0} sinon c'est immédiat par intégrité
de K[X]. Il existe P unitaire tel que I = P · K[X]. Si P = AB avec A et B non constants, alors
AB ∈ I et A /∈ I, B /∈ I. On a donc nécessairement P irréductible. Supposons P irréductible qui
divise AB. On a P ∧ A diviseur de P donc P ∧ A = 1 ou P (car constant ou associé à P). Si
P∧A = P, comme P∧A|A, c'est �ni. Sinon, si P∧A = 1 d'après le lemme de Gauss, on a P|B.
Ainsi

Les idéaux premiers de K[X] sont exactement les P ·K[X] avec P irréductible.

Exercice 7 (**)

Soit n entier. Déterminer le reste de la division euclidienne Xn par (X− a)(X− b) avec a, b dans
K.
Corrigé : D'après le théorème de la division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) ∈ K[X]
tel que

Xn = (X− a)(X− b)Q + R (∗)
avec degR < 2, autrement dit R = αX+ β avec α, β scalaires.
Supposons a ̸= b. En substituant X par a puis par b dans (∗), on obtient
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®
an = αa+ β

bn = αb+ β
⇐⇒


α =

an − bn

a− b

β =
abn − ban

a− b

Ainsi Si a ̸= b, on a R =
1

a− b
((an − bn)X + abn − ban)

Supposons a = b. Notant S = (X − a)2Q, on observe que S admet a pour racine double d'où
S(a) = S′(a) = 0. En substituant X par a dans (∗) puis dans la relation obtenue par dérivation
de (∗), on obtient ®

an = αa+ β

nan−1 = α
⇐⇒

®
α = nan−1

β = (1− n)an

Ainsi Si a = b, on a R = nan−1X+ (1− n)an

Variantes : 1. Avec la formule de Taylor, on a

P =
+∞∑
n=0

P(k)(a)

k!
(X− a)k = R+ (X− a)2Q et R = P(a) + P′(a)(X− a)

2. On peut aussi considérer la base des polynômes de Lagrange La =
X− b

X− a
et Lb =

X− a

b− a
. On

a instantanément

R = anLa + bnLb

Exercice 8 (*)

Soit P ∈ C[X] avec deg P ⩾ 1. Déterminer r le nombre de racines de P en fonction de P et P∧P′.

Corrigé : Notons P = λ
r∏

i=1

(X−αi)
mi avec λ, αi des complexes, λ non nul et mi des entiers non

nuls. Comme αi racine de P′ de multiplicité mi − 1, on a

P ∧ P′ =
r∏

i=1

(X− αi)
mi−1

puis deg(P ∧ P′) =
r∑

i=1

(mi − 1) = deg P− r

Ainsi r = deg P− deg(P ∧ P′)

Exercice 9 (**)

Soit (Tn)n une suite de polynômes de R[X] dé�nie par

T0 = 1, T1 = X, ∀n ⩾ 2 Tn = 2XTn−1 − Tn−2

1. Calculer T2,T3.

2. Déterminer le degré, le coe�cient dominant et la parité de Tn.

3. Montrer que ∀(n, θ) ∈ N× R Tn(cos θ) = cos(nθ)

4. En déduire une expression factorisée de Tn.
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Corrigé : 1. Le calcul donne T2 = 2X2 − 1 T3 = 4X3 − X

2. On peut conjecturer que pour n entier non nul, on a deg Tn = n avec pour coe�cient dominant
2n−1 et même parité que n . Prouvons cela par une récurrence double. On note

P(n) : Tn = 2n−1Xn +Qn avec degQn < n et Tn(−X) = (−1)nTn(X)

• P(1),P(2) : l'initialisation est immédiate.

• P(n−1) et P(n) =⇒ P(n+1) : prouvons l'hérédité, supposons P(n) et P(n−1) vraies
pour n �xé supérieur ou égal à 2. Par suite

Tn+1 = 2XTn − Tn−1

= 2X (2n−1Xn +Qn)− Tn−1

Tn+1 = 2nXn+1 + [2XQn − Tn−1]

Posons Qn+1 = 2XQn − Tn−1. On a

degQn+1 ⩽ max (deg 2XQn, deg Tn−1)

⩽ max(1 + n− 1, n− 1) = n < n+ 1

Et Tn+1(−X) = 2(−X)Tn(−X)− Tn−1(−X)

= 2(−1)n+1Tn(X)− (−1)n−1Tn−1(X) = (−1)n+1Tn+1(X)

le dernière égalité résultant de l'égalité (−1)n+1 = (−1)n−1 ce qui clôt la récurrence. On a donc
prouvé

∀n ∈ N∗ Tn = 2n−1Xn +Qn avec degQn < n et Tn(−X) = (−1)nTn(X)

3. On procède encore par récurrence double. On note

P(n) : ∀x ∈ R Tn(cosx) = cos(nx)

• P(1),P(2) : Soit x réel. On a

T1(cosx) = cos x T2(x) = 2 cos2 x− 1 = cos(2x)

L'initialisation est véri�ée.
• P(n−1) et P(n) =⇒ P(n+1) : prouvons l'hérédité, supposons P(n) et P(n−1) vraies
pour n �xé supérieur ou égal à 2. Par suite, pour x réel, il vient

Tn+1(cosx) = 2 cosxTn(cosx)− Tn−1(cosx)

= 2 cosx cos(nx)− cos((n− 1)x)

= 2 cosx cos(nx)− [cos(nx) cosx+ sin(nx) sin(x)]

Tn+1(cosx) = cos(nx) cosx− sin(nx) sinx = cos((n+ 1)x)

ce qui clôt la récurrence. On a donc montré

∀(n, x) ∈ N× R Tn(cosx) = cos(nx)

4. Soit n entier non nul. D'après la propriété établie à la question précédente, on a pour x réel

Tn(cosx) = 0 ⇐⇒ cos(nx) = 0 ⇐⇒ nx ∈
{π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
⇐⇒ x ∈

{ π

2n
+ k

π

n
, k ∈ Z

}
Ce dernier ensemble est in�ni (puisque Z l'est). Mais les racines de Tn sont en nombre �ni donc
on peut se contenter de ne garder que certaines valeurs de x candidates. Comme x 7→ cosx
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réalise une bijection de [ 0 ; π ] sur [−1 ; 1 ], on va se restreindre aux valeurs de x qui sont dans
[ 0 ; π ]. On a

∀k ∈ [[ 0 ; n− 1 ]] 0 <
π

2n
⩽

π

2n
+ k

π

n
⩽

π(n− 1/2)

n
< π

L'applications x 7→ cosx étant en particulier injective sur [ 0 ; π ], des valeurs deux à deux
distinctes de [ 0 ; π ] ont des images par la fonction cos qui sont également deux à deux distinctes
d'où

Card
{ π

2n
+ k

π

n
, k ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]

}
= Card

{
cos

( π

2n
+ k

π

n

)
, k ∈ [[ 0 ; n− 1 ]]

}
= n

Ainsi, les X− cos
( π

2n
+ k

π

n

)
divisent Tn et sont premiers entre eux d'où

n−1

Π
k=0

[
X− cos

( π

2n
+ k

π

n

)]
divise Tn

Or deg
n−1

Π
k=0

[
X− cos

( π

2n
+ k

π

n

)]
= n = degTn

et comme 2n−1 est le coe�cient dominant de Tn, on conclut que

∀n ∈ N∗ Tn = 2n−1
n−1

Π
k=0

[
X− cos

( π

2n
+ k

π

n

)]
Exercice 10 (*)

Soit φ :

®
K2n−1[X] −→ K2n

P 7−→ (P(0),P′(0), . . . ,P(n−1)(0),P(1),P′(1), . . . ,P(n−1)(1))

Montrer que φ est bijective.

Corrigé : On a φ ∈ L (K2n−1[X],K2n), la linéarité résultant simplement de la linéarité de la
dérivation. On remarque l'égalité des dimensions

dimK2n−1[X] = dimK2n

On a donc φ isomorphisme si et seulement si φ injective (si et seulement si φ surjective). Soit
P ∈ Ker φ. On a 0 et 1 qui sont racines de P de mulitplicité n donc Xn et (X − 1)n divise P.
Comme ces polynômes sont premiers entre eux, on a Xn(X− 1)n divise P mais deg P ⩽ 2n− 1.
Il s'ensuit que P est le polynôme nul et par suite

L'application φ est un isomorphisme de K2n−1[X] sur K2n.

Exercice 11 (**)

Soit X ⊂ R+ un ensemble �ni non vide. Montrer qu'il existe P ∈ R[X] tel que
∀x ∈ X P(x) =

√
x

Corrigé : Notons X = {x1, . . . , xn} et (Li)1⩽i⩽n la famille des polynômes interpolateurs de
Lagrange associés à X. On a Li(xj) = δi,j pour tout (i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2. On choisit alors P =
n∑

i=1

√
xiLi. On a

∀j ∈ [[ 1 ; n ]] P(xj) =
n∑

i=1

√
xiLi(xj) =

n∑
i=1

√
xiδi,j =

√
xj
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Exercice 12 (*)

Parmi les ensembles suivants, lesquels ont une structure de K-algèbres :
� Dn(K) ensemble des matrices diagonales de Mn(K),
� T +

n (K) ensemble des matrices triangulaires supérieures de Mn(K),
� T ++

n (K) ensemble des matrices triangulaires supérieures strites de Mn(K),
� Sn(K) ensemble des matrices symétriques de Mn(K) ?

Corrigé : On sait que les ensembles de matrices diagonales et triangulaires supérieures sont
des sev de Mn(K) stables par produit matriciel. En revanche, on a In /∈ T ++

n (K) et notant
A = E1,1 + 2E2,2 et B = E1,2 + E2,1, on trouve AB = E1,2 + 2E2,1 qui n'est pas symétrique et on
conclut

Les ensembles Dn(K) et T +
n (K) sont des K-algèbres mais pas T ++

n (K) et Sn(K).

Exercice 13 (*)

Déterminer les morphismes de R-algèbres de C dans C.

Corrigé : Soit φ : C → C un morphisme de R-algèbres. On a φ(1) = 1 puis, pour (x, y, λ) ∈
C2 × R

φ(λx+ y) = λφ(x) + φ(y) φ(xy) = φ(x)φ(y)

Ainsi φ(i2) = φ(−1) = −φ(1) = −1 = φ(i)2

d'où φ(i) = +− i. On en déduit que φ est l'identité ou la conjugaison. Réciproquement, on véri�e
que ces applications sont bien des morphisme de R-algèbres de C dans C et on conclut

Les morphismes de R-algèbres de C dans C sont l'identité et la conjugaison.
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