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Feuille d’exercices n°14

Exercice 1 (**)

On note SL, (Z) 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans Z et de déterminant
égal & 1. Montrer que (SL,(Z), x) est un groupe.

Corrigé : On a I, € SL,(Z). Soit M € SL,(Z). On a Com(M)'M = det(M)L, = I, don M
inversible dans GL,(R) d’inverse Com(M)'. Comme on a

Com(M) = ((—1)" det(M; ;) € M, (Z)

1<i,j<n

[1;n]? on en déduit que l'inverse de M est bien dans .#,(Z) et det(M™!) = det(M)™! =
d’ou M~! € SL,,(Z). Enfin, pour (M, N) € SL,(Z)?, on a MN € .#,,(Z) clairement et det(MN)
det(M) det(N) = 1 ce qui prouve que SL,(Z) est un sous-groupe de (GL,(R), x) et par suite

avec M; ; matrice extraite de M par suppression de la i-éme ligne et j-iéme colonne pour (7, j) €
1

(SL,(Z), x) est un groupe.

Exercice 2 (**%*)

Soit E un K-ev de dimension finie et G un sous-groupe de GL(E) de cardinal fini n. Montrer

dimﬂKer(g—id) = %Z Tr (g)

1
Corrigé : On pose p = — > ¢g. On a clairement p € Z(E). Pour h € G fixé, I"application

geG
g+ hog est une permutation de G (d’inverse g — h™'og). Par conséquent, ona Y hog= > g
geG geG

d’ou

1 1

hop==3 hog=—-3g=p
ngEG ngeG
. , 1 1
Ainsi pP=—=> hop==>p=p
N heG N heG

ce qui prouve que p est un projecteur. En considérant une base adaptée a p, on obtient Tr (p) =
rg (p) = dim Ker (id —p). Soit g € G. On a vu g o p = p. Soit x € Ker (id —p). Alors

plz) =z = g(z) =gop(r) =p(r) =2

autrement dit = € Ker (¢9—id ) pour tout g € G d’ou Ker (p—id) C ﬂ Ker (g —id) et l'inclusion

geG
réciproque est immédiate. On conclut

dimﬂKer(g—id) = lz Tr (g9)

g€G ngEG




Exercice 3 (***%¥)
Soit (A, 4+, X) un anneau. Montrer
V(x,y) € A? Iy —2y € U(A) <= 1p —yx € U(A)

On pourra supposer en premier lieu que zy est nilpotent.

Corrigé : Soit n entier non nul tel que (xy)" = 0. Par associativité, on a (yx)"™! = y(zy)"z = 0.
Par téléscopage, comme xy et yr commutent avec 1,, il vient

n

(1a — y2) 3 (y2)k = 3 [(yo)* — (ya)F+] = 14 = z [(yo)* — ()] = 32 (ya)*(1a — ya)

k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
et de méme (1a —2y) D (zy)k =14 = > (zy)*(1a — 2y)
k=0 k=0
n—1
Notant z = (15 —xy) ™t = > (2y)k1, il vient
k=0
n n—1 n—1
UA—y@”f=ZQMV=1A+ERNWV*$=1A+y(ZCwV)x=1A+yw
k=0 k=1 k=0
d’ot (1a —yx)(1a +yzz) = (1a +yzr)(1a —yz) = 1o

Veérifions cette égalité sans I’hypothése de nilpotence de zy. On suppose 15 —zy € U(A) et on
note 2 = (1p —2y)~L. On a donc (15 — 2y)z = 15 d’ott z — 15 = zyz. Puis

(1a —yx)(1a +yzz) = 1a —yr +yza — y(zyz)r = 1y —yxr +yze —y(z — 1a)z = 1u

et on procéde de méme avec z(1x —zy) = 15 pour établir que 14 —yx est inversible. Par symétrie
des roles, on conclut

V(z,y) € A2 1pn—a2y € U(A) < 1, —yz € U(A)

Exercice 4 (**)
Soit I un idéal d’'un anneau commutatif (A, +, x). On définit le radical de I noté R(I) par
RID)={ze€A|IneN : a"el}
1. Montrer que R(I) est un idéal de A contenant I.

2. Montrer que pour I, J des idéaux de A, on a

IcJ=R(IOcRJ) RINI)=RIONRI) R +RJ)CRI+J)

3. Soit I idéal de A. Montrer R(R(I)) = R(I)

Corrigé : 1. On a 05 € R(I) puisque 0} = 05 € L. Soit (z,y) € R(I)%. Il existe des entiers non
nuls n et m tels que 2™ € I et y™ € 1. On rappelle que dans un anneau, on a (—y)* = (—1)*y*
pour tout k entier. Puis

n+m

(o =gy =55 ()t ayety

k=0
et on a VEe[0;n+m] k>n ou n+m—k>m
car k<n et n+m—-k<m << k<n et k>n



ce qui est faux. Ainsi, pour k € [0; n+m], on a 2¥ € T ou y"*™* € I et par absorption
VEe[0;n+m]  zrfyrtmhel

et par suite © — y € 1. Enfin, pour (z,a) € R(I) X A et n entier non nul tel que z™ € I, on a
(za)" = z"a™ € 1 par absorption et z! = x € T d’ou

Le radical R(I) est un idéal de A contenant I.

2. Supposons I C J. Soit x € R(I) et n entier non nul tel que ™ € I. On a donc 2" € J d’ou
x € R(J). Avec cette propriété, si I et J sont des idéaux quelconques de A, on aINJ C I et
InJ c JdouR(INJ) C R(I) et R(INJ) C R(J) donc R(INJ) C R(I)NR(J). Soit = € R(I)NR(J)
et n, m entiers non nuls tels que 2™ € I et 2™ € J. Notant p = max(n, m), on a par absorption
2P € et 2P € J don 2P € INJ ce qui prouve R(I) N R(J) € R(INJ). Enfin, I'idéal R(I + J)
est stable par + en tant que sous-groupe de (A,+) et comme I C I+ J, J C I+ J, il s’ensuit
R(I) cR(I+J) et R(J) Cc RI+J) d’ou R(I) + R(J) € R(I+ J). Ainsi

IcJ=R(I)cRJ) RINJ)=RIONRU) R +RJ)CRI+J)

4. On a I C R(I) d'ou R(I) € R(R(I)). Soit x € R(R(I)). Il existe n entier non nul tel que
2" € R(I) puis m entier non nul tel que (z")™ = 2™ € 1. On en déduit clairement que z € R(I)
d’ou

R(I) = R(R(T)) |

Exercice 5 (**)

Que peut-on dire d’une suite croissante d’idéaux de (K[X],+, x)?

Corrigé : Soit (I,,),, une suite croissante d’idéaux de K[X]. Quitte a réindexer, on suppose que
les idéaux sont non nuls (le cas d’une suite nulle est trivial). Pour n entier, il existe P,, polynome
unitaire de K[X] tel que I, = P,K[X]. Avec l'inclusion P, K[X] C P, 1K[X] pour n entier, on
en déduit P, |P,. Par conséquent, la suite (degP,,), est décroissante. Comme elle est & valeurs
entiéres, elle est stationnaire et d’aprés la relation de divisibilité, la suite des polynémes unitaires
est également stationnaire et on conclut

Une suite croissante d’idéaux de K[X] stationne.

Remarque : Cette propriété est caractéristique des anneaur noetheriens, i.e. les anneaux dont
les idéaux sont engendrés par un nombre fini d’éléments.

Exercice 6 (**)

Soit P € R[X] scindé a racines simples avec degP > 1.

1. Montrer que P’ est également scindé a racines simples.

2. Montrer que P ne peut avoir deux coefficients nuls consécutifs.

Corrigé : 1. Notons a7 < ... < a les racines de P. D’apreés le théoréme de Rolle, il existe
Br € |ag ;a1 [ pour tout k € [1;n—1] (n—1 > 1) et par suite

’Le polynéme P’ est scindé & racines simples. ‘

2. Une récurrence immédiate donne P*) scindé a racines simples pour tout k € [0;n—1] avec

p€[0;n—1]. Notons P(X) = > apX* et supposons a, = a,;1 = 0. On a
k=0



S k! k— k! k—p—2
7 = Z(h»X (%fmrwx )

Ceci contredit le caractére scindé a racines simples donc

’Le polynéme P ne peut avoir deux coefficients nuls consécutifs.‘

Exercice 7 (**)
Soient xg, ..., x, des réels deux a deux distincts. Montrer
1 n
H(ho,..., \) ER™L | VP € R,[X] / P(t) dt = 35\l
0 -

Corrigé : On note (L;)o<
dire L;(x;) = 0, ; pour (3,

1 n n
Vk e [0;n] / Li(t) dt = > NiLi(zi) = D Ndik = M
0 i=0

la famille des polynémes de Lagrange associée a (z;)o<j<n, C'est-a-

<i<n
7) € [0; n]? Supposons l'existence des \;. Par suite

ce qui prouve l'unicité sous réserve d’existence. La synthése est alors immédiate en écrivant la

décomposition de P dans la base (L;)o<icn de R, [X] & savoir P = > P(z)Lk, ce qui prouve
k=0

1 n
T, A) ER™L | VP € Ry[X] /P(t) dt = S AP (an)
0 k=0

Exercice 8 (**)

On note U = {z € C,|z| = 1}. Pour P € C[X], on pose
1 K

Vk e Z P)=—
€ (P) 2w )

1. Pour k € Z et P € C[X], déterminer ¢, (P) en fonction des coefficients de P.

P(e't)e ~1k d¢

2. Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(U) C R.

Corrigé : 1. Soit k € Z et P = > a;X7. Par linéarité de l'intégrale, on a

7=0
(P) = 530, [ 0 ar
Ainsi VP = kgi;oakxk VkeZ  cx(P) = {g’“ zinif [05n]
2. Pour P € C[X] tel que P(U) C R, il vient par conjugaison
VEeZ  c(P) = % _Zweikt dt = c_i(P)

€R
On en déduit ¢;(P) = 0 pour tout k entier relatif non nul puis P € Ry[X]. Réciproquement, de
tels polynémes sont solutions et on conclut

{P € CIX] | P(U) C R} = Ro[X]

4



Exercice 9 (***)

n—1
Soit P = X" + > axX* € C[X] unitaire. Montrer que toute racine w de P vérifie

k=0
lw] <1+ Max |ag]
ke[0;n—1]
Corrigé : On note M = . Max ]]|ak]. Si |w| < 1, 'inégalité est vraie. Supposons |w| > 1. On a
e[0;n—1
n—1
w = =Y apw”
k=0
N n n k . | |n ]'
d’ou w|" < MY [w]
= jwl =1
. lw|™ — 1
Comme |w| —1 > 0, il vient lw| —1<M o <M
w
Alinsi lw| <1+ Max |ay]
ke[0;n—1]
Exercice 10 (**%*)
Soit P = " a;X* € C[X]. On note M = Sup |P(2)].
k=0 |z|=1
Montrer Vke[0;n] lag| <M

Corrigé : Soit w = eni1, On a
Ve [0;n] P(w’) = 3 apw®
k=0

puis, en permutant les sommes, il vient

n

S P(w) = iakiww = (n+ 1)ag

/=0 k=0 (=0
doi —
ol ay = w
0 n + 1@20
Or lag| < Li [P(wh)| <M
S "+ 1£:0 S

Plus généralement, pour p € [0; n], on trouve

n

S P(whw Pt = Zakaz(k P) = (n+1)a,

=0

ZP( w
Et on conclut comme précédemment, par inégalité triangulaire. Ainsi

Vke[0;n] lag| <M

autrement dit Vpe[0;n] T15
T n

+00o
Variantes : 1. Pour P = " ;X" € C[X], on a
k=0



1 2

:%0

Pour k£ entier, il vient par inégalité triangulaire
1

1 o i —ik o i —ik
%/0 P(e't)e— dt| < %/0 [P(ei)e*| dt < N, (P)

On observe que c¢’est la méme idée de « moyenne » des coefficients de Fourier, dans sa version
discréte puis continue.

VEkeN  a P(e't)e ~1kt d¢

lax| =

2im

2. On pose w =en+i, On a

1 1 1
0
n P(W7) 1 w w" o
Ve [0;n] Pw') = S qpu* <= ; - . _
k=0 P(. "y ; :
v 1wt ... W n
-V
On vérifie VV = (n + 1)1,,4; d’ou
1 n
vk € [0; - P (o
[0;n]  ax il P
et on retrouve le résultat précédent.
Exercice 11 (**%)
e cos(z)
On définit Ve e R\ 7Z cotan (x) = —
sin(x)
Pour n entier non nul, on note
n—1 k 2
P,=X+1)"—(X-1)" C, = > cotan (—)
k=1 n
0
avec pour convention » ... =0.
k=1

1. Pour n entier non nul, déterminer une écriture factorisée de P,, dans C[X].
2. Notant 71, 7e, . .. les racines de P, déterminer le coefficient de degré deg(P,) — 2 de P,,.
3. En déduire la valeur de C,, pour tout n entier non nul.

Corrigé : 1. Avec le bindme de Newton, on trouve

n

Pu= SN - SR =2 5 ()X
0<2k+1<n

Par suite ’Vn e N* degP,=n—-1 et «,= Qn‘

2. On a P; = 2. Soit n > 2. Le polynome non constant P, est scindé¢ dans C[X] d’aprés le
théoréme de d’Alembert-Gauss. Pour a € C, on a

Pu(a) =0 = (a+1) = (a— 1"
ik I”Tr 1
= a+l=(a—1)en a:%
e n —1

avec ke[l;n—1]

Par une factorisation d’angle moitié, on obtient

6



P,(a) =0 <= a = —icotan (

Ainsi

3.50itn>1.0n a

puis

On conclut

k—W> avec ke[l;n—1]
n

n—1

Vn > 2 P,=2n1]]

k=1

(x+ conn (7))

P, =2(N)X" ! +2(5)X 5 4 ...

n—1 2 n—1
(Z%) = > 7 +2
k=1 k=1

2.

1<i<j<n—1 Ay,

Vi = Cp=—

Vn € N*

C, =

(n—1)(n—2)
3




