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Corrigé du devoir en temps libre n°4

Probléme 1

1. Pour g € G,on a g(F) C Fet F =Im p = Ker (id —p) d’out pogop = gop. Par suite, il vient
1 1
poq=—3pogopog ' =-) gopog =g¢
Ngea NgeG
Puis, pour g € G, on a aussi g~ € G d’ou ¢~ }(F) C F. Ainsi, pour x € E, on a p(z) € F puis
g top(z) € F =Ker(id —p) d’ou

10p(e) = 2 Tgopogtop(r) = = Xg o opla) = p(e)

Ainsi ]poqzq et qop:p‘
2. 0n a g € Z(E) puis
¢*=qoq=qo(pog)=(gop)og=pog=gq

Ainsi ’L’endomorphisme g est un projecteur.‘
. 1 1
3. Soit x € E. On a g(x) ==> g(pog (x)) €F
Ngeq —/—I -
€lm p=

ce qui prouve Im ¢ C F. Réciproquement, considérons x € F. Pour g € G, on a ¢~ € G d’on
g Y(F) C F puis

1
geG Ngea
€F=Ker (id —p)

()= LS gop (¢7() =L gogiw)=x
n N——

ce qui prouve F C Ker (id —¢) = Im ¢ et on conclut

4. Soit r e Ker get h € G. On a

g(h(z) = = Y gopogoh(x) = - Y gopo (htog) ()

ngGG ngeG

_ holZ(h—l og)opo(h™tog) ()

NgeG
Or, I'application g — h~! o g réalise une permutation de G d’ou
1
g(h(z)) =ho—3 gopog '(z) = h(q(x)) = h(0r) = Ok
geG
ce qui prouve h(z) € Ker ¢ ce pour tout h € G. Et comme ¢ est un projecteur, on a
E=1Im q ® Ker ¢

On conclut

’Le sev Ker ¢ est un supplémentaire de F stable par tout élément de G.
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Probléme 11

1. L’application 7 est linéaire de R, [X] dans lui méme et on a

Vjie0;n] T(Xj):(X+1)j:§%<Z)Xi
0 (5)
D’ou T = matyT = 0 G)

2. L’application P(X) — P(X — 1) est clairement réciproque de application 7 et on a

Vie[o;n] (X)) =(X-1)= i(g)(_l)j_ixi

Ainsi

7 € GL(R,[X])

(—1

)'(,
1

n
—1

)

1
)°(2)
3. Choisir une application de [1; n] dans [1; p] équivaut & choisir la taille de I’ensemble image,

c’est-a~dire un entier k € [0; p], puis les k éléments de 'image avec (,ﬁ) fagons de faire ce choix
et une surjection de [1; n] sur cet ensemble. Notant .7 (E, F) les surjections de E sur F, on a
p

[1;plttml = | ||

k=0YC[1;p],Card (Y)=k

0' (—

Z([1;n],Y)
N————

Card =S, &

Ainsi

p
P =3 (})Sna
k=0

4. On note U et V les colonnes de .#,,11(R) dont les coordonnées sont respectivement les u; et
les v;. On a V =T'"U et par suite U = TV d'ou

k k ,
v = Z(lf)uz et up = Z(—l)k_’(lz)vi
i=0 i=0
5. Il S'agit de l%inversion de Pascal. Soit U € M,11(R). Ona U= T'TU d’ou
k ¢
w= 3D S

=0

Vk e[0;n]

Vke[0;n]
Ainsi, avec uy = S, pour k € [0; n], on trouve

Sk = 21 2 ()5

£=0

D’ou




Probléme II1

1. On note P = a,, [[(X — z;) avec &1 < x5 < ... < x, et on pose xg = -00 et X, = +00. Soit
i=1
€[0;n]. Pour z € | x;;x;41 [, il vient par dérivation
d P'(z)
S |P@))] =
5 Pl = 5

Or, on a %z%(ani I (X—xi)>: i
) i k=

a, H(X—ﬂﬁz) Lie[1;n]~{k} 1 X — @y,
=1
d? n
D’ou — In|P <0
Tz I P(@)]] = E(:c—xk)

On conclut

La fonction z — In |P(x)| est concave sur chaque intervalle du domaine de définition.

2.0n a

Vie[0;n] Vo € |z x| ddﬁ [In|P(2)|] = ddx [1;’(( ))} _ P//(I)Plgx(i); P'(x)

Par concavité de z — In |P(x)| sur chaque intervalle de définition, il vient
Vie[0;n] Vre]z izl P"(x)P(z) < P/(z)?
L’inégalité vaut trivialement en les z; et on conclut

VeeR  P'(z)P(x) < P/(x)?

D’aprés le théoréme de Rolle, on dispose pouri € [1; n—1] de y; € |z ; ;41 | tel que P'(y;) = 0.
Onax <y <xo<...<Yp1 <, cequiprouve que P’ est scindé a racines simples puisque
deg P’ = n — 1. Une récurrence immédiate prouve que P*) est scindé a racines simples pour tout
k€ [0;n—1]. En appliquant le résultat précédemment établi & P*) pour k € [0; n — 1], on
obtient

Vr eR PER2) (2)P®) () < PHHD ()2
Enfin, on observe que le résultat est immeédiat pour k > n puisque P2 = 0 et on conclut

V(z, k) e Rx N P+ (2)P®) (z) < P+ ()2

3. Soit k € [1; n—1]. D’aprés ce qui précéde, on a

autrement dit (k — DIk + Dag_1ap41 < Klag
- k K

d’on Qf— 1ak+1\k+1 % et k—_'_lgl

On conclut Vke[l;n—1] ag_1ap41 < ap

Remarque : En fait, on peut faire mieux et montrer

Vke[l;n—1] (k+ Dap_1ap41 < kai
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en utilisant la stricte convexité de z — In |P(z)]. On lit notamment dans l'inégalité finale que
deux coefficients consécutifs ne peuvent étre nuls. D’ailleurs, c’est pour établir le caractére strict
qu’on a réellement besoin d’un polyndme scindé a racines simples. Pour une inégalité large, un
polynome scindé suffit.



