REDUCTION

B. Landelle

Table des matiéres

(L Polynéme d’endomorphisme ou de matrice|

Il lgs’lllllll!)ll:il ...............................
2 Lalgébre Klul . . .. ... . o
[3 Lemme de décomposition des noyaux |. . . . . . . . . .. ... ..

II Eléments propres|

Il D g’:illlll 1!!11' -------------------------------
[2 Propriétés| . . . . . . . .
I;i l !!.Illl !]s: yl]s lll;llli!:is:" ........................
Il  Polynéme caractéristique]
Il l}s’lilllllg!lll ...............................
[2 Propriétés| . . . . . . ...
[3 Multiplieite] . . . . . . . . . .
[4 Théoreme de Cayley-Hamilton|. . . . . . .. ... ... ... ...

IV~ Polynéme minimall

| Définition] . . . . . . . . . o
[2 Propriétés| . . . . . . ..
3 Lien avec l'algebre Klul|. . . . . . .. ... ... . ...

[V Diagonalisation|

I Définitionl . . . ... . ... ...

[2 Résultats de diagonalisation| . . . . . . . ... ... ... ... ..

[4 Polyndémes annulateurs et diagonalisabilite] . . . . . . ... .. ..

[VI  Trigonalisation|

[ Définitionl . . . . . . . . .
[2 Résultats de trigonalisation| . . . .. ... ... ... ... ...,
[3 ‘Techniques de trigonalisation| . . . . .. ... ... ... .....

B.1  Endimensiondeux| . ... ... ... ... ... ...

I;i,z ll“ (1’1“”5“:5’“2“ !I!Zi{il ......................

[VIT Nilpotence]

(1 Définition, propriété] . . . . . .. ..o
[2 Nilpotence et réduction|. . . . . . . . .. ... . ... ... ...,
[3 Polynome minimal scindé . . . . .. ... ...,

13
13
14
14

15
15
15
16
17

18
18
18
19
19
20



[VIII Des applications de la réduction| 24

(1 Détermination d’'une puissance p-iemef. . . . . . . ..o 000 24
2 Récurrences croiséesl . . . . ... .. Lo L 24
B Suites récurrentes Iinéaires . . . . . . . . ... oo 24

B. Landelle 2 ISM MP



Dans ce chapitre, 'ensemble E désigne un K-ev non nul avec K =R ou C.

I Polynéme d’endomorphisme ou de matrice

Dans cette partie, toutes les définitions et propriétés peuvent étre énoncées a 'identique pour
u € Z(E)ou A € #,(K). On se contentera, sauf cas particuliers, des énoncés vectoriels avec

ue Z(E).

1 Définitions

+00

Définition 1. Soit P = > q;X* € K[X]. Pour u € Z(E), on définit le polynome d’endomor-
k=0

phisme P(u) € Z(E) par

+00
P(u) = > apu®
k=0

k

avec v’ =id et v = uF o u pour k entier.

Remarque : Si E est de dimension finie et # une base de E, on a matgzP(u) = P(matgu).
En effet, Papplication ¢ : Z(E) — #,(K),u — matgu avec n = dimE est un morphisme
d’algébres d’ott (P (u)) = P(p(u)).

Proposition 1. Soient D = diag(\1, ..., \,) avec les \; dans K et T = D+N avec N € 4, (K)
triangulaire supérieure stricte. Pour P € K[X], on a

P(D) = diag(P(\1),...,P(\))) et P(T)=P(D)+Q

avec Q € M, (K) triangulaire supérieure stricte.

Démonstration. Soient u et v dans .Z(K") respectivement canoniquement associés a D et T. On
note ¢ = (e;)1<i<n la base canonique de K. Soit ¢ € [1; n]. Une récurrence immédiate donne
uk(e;) = M\Fe; pour tout k entier. On note F; = Vect (e, ...,¢;) pour i € [1; n] et on observe
v(F;) C F; pour tout i € [1; n]. Soit k entier. Pour i € [1; n], supposant v*(e;) = A\re; + by
avec b, € F;_1, il vient

vk“(ei) = )\ﬂ](@i) + U(biyk) = /\i—H_lGi + bi,k—i—l avec bz‘,k+1 € Fi—l
F
ek

ce qui clot la récurrence. Le résultat suit pour P(u) et P(v) avec P € K[X] par combinaison
linéaire. O

Définition 2. Soit P € K[X]. Pour u € Z(E), on dit que P est annulateur de u si P(u) = 0. ‘

Définition 3. Soient u, v dans Z(E). On dit que v est un polynome en u s’il existe P € K[X]
tel que v =P(u). On note

Klu] = {P(u), P € K[X]}
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2 L’algébre Klu]

Proposition 2. Soit u € Z(E). L’application ¢ : K[X] - Z(E), P +— P(u) est un morphisme
d’algebres.

+00
Démonstration. On a ¢(1) = id. Soient P,Q dans K[X] et A € K. On note P = > a;X* et

k=0
+00
Q=3 bX" On a
k=0
+00 oo
(AP 4+ Q) = (AP +Q)(u) = (Z (Aay, + bk)Xk> (u) = > (Aag + by)uF
k=0 k=0
+00 +00
=AY apu® + Y bk = AP(u) + Qu) = Ap(P) + »(Q)
k=0 k=0
Puis, avec PQ = > apb Xk on a
(k,0)EN2
e(PQ) = 90( > akngkH) = < > akngk”) (u)
(k,£)eN? (k,0)EN2
+00 +00
= 5 wbat = (St ) o (Sbat) = Plu) o Qu) = ¢(P) 0 £(Q)
(k,0)EN2 k=0 =0
d’ou le résultat. O

’Théoréme 1. Soit u € Z(E). L’ensemble K[u| est une sous-algebre commutative de £ (E). ‘

Démonstration. L’ensemble Ku] est 'image du morphisme d’algebres K[X| — Z(E), P — P(u)
avec K[X] commutative. C’est par conséquent une sous-algébre commutative de .Z(E). O

Théoréme 2. Soit u € Z(E). L'ensemble des polynomes annulateurs de u est un idéal de
K[X].

Démonstration. L’ensemble des polyndomes annulateurs de u est le noyau du morphisme d’al-
gébres K[X] - Z(E),P — P(u). O

3 Lemme de décomposition des noyaux

Théoréme 3. Soit u € L (E) et P,Q dans K[X]. Si P et Q sont premiers entre eux, alors
Ker (PQ)(u) = Ker P(u) ® Ker Q(u)

Démonstration. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe U, V dans K[X] tels que UP+VU =1
d’ou
id = U(u) o P(u) + V(u) o Q(u)
Soit x € Ker P(u) N Ker Q(u). 1l vient
Pu)(z) = Qu)(z) =0 = [U(u) o P(u) + V(u) o Qu)](z) =2 =0

(. J/

-

=id
Puis, soit z € Ker (PQ)(u). On a
v = id (2) = U(u) o P(u)(z) + V(1) 0 Qu)(2)
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P(u) o [V(u) o Q(u)(z)] = V(u) o (PQ)(u)(z) = 0
et Q(u) o [U(u) o P(u)(z)] = U(u) o (PQ)(u)(z) = 0
d’otl Ker (PQ)(u) C Ker P(u) @ Ker Q(u)

Soit = x1 + x9 avec (1, 25) € Ker P(u) x Ker Q(u). On a

(PQ)(u)(z) = P(u) o Q(u)(z1) + Q(u) o P(u)(z2) =0
Le résultat suit. O

Remarque : Si (PQ)(u) =0, alors E = Ker P(u) & Ker Q(u) et le projecteur p sur Ker P(u)
parallélement & Ker Q(u) est dans K[u]. En effet, le calcul précédent montre que p = (VQ)(u).

Théoréme 4. Soit u € ZL(E) et Py..., P, dans K[X]. Si Py,..., P, sont premiers entre euz
deuz a deuzx, alors

Ker (kﬁl Pk) (u) = é Ker Py (u)

n—1
Démonstration. On procéde par récurrence en utilisant [[ P AP, = 1. O
k=1
Exemple : Soit E un R-ev et f € Z(E) tel que f? = id. Montrer
E=Ker(f—id)®Im(f —1id)
Avec la factorisation X? — 1 = (X — 1)(X? + X + 1) dans R[X], on trouve
E=Ker(f —id) ® Ker (f2+ f +id)

Reste a comparer Ker (f2+ f +id) et Im (f —id ). D’aprés la relation de Bézout, il existe A, B
dans R[X] tel que A(X—1)+B(X?+X+1)=1douid = (f—id)oA(f) +B(f)o(f*+ f+id).
Pour x € Ker (f? + f +1id), il ’ensuit = € Im (f — id ) et I'inclusion réciproque est facile.

II Eléments propres

1 Définition

Définition 4. Soit u € Z(E). Le scalaire A € K est appelé valeur propre de u s’il existe x € E
non nul tel que

u(z) = Az

Remarque : Sans la précision non nul, la définition serait creuse puisque u(0g) = AOg pour
tout A € K.

Définition 5. Soit u € Z(E). Un vecteur x de E non nul est appelé vecteur propre de u s’il
existe A € K tel que

u(z) = \x
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Vocabulaire : On dit que x est vecteur propre de u associé a la valeur propre .

AAvertissement : Sionau(x) = \x avec z € E, on ne peut parler de vecteur propre qu’a
condition d’avoir vérifié que x est non nul.

Exemples : 1. Dans E = (R, R), application D : f — f’ est un endomorphisme pour
fr:ixz e’ onaD(fy) = \fy avec f\ # 0.

2. Dans E = K2, soit u € .Z(E) défini par u(x,y) = (z + y, 2 + y) pour tout (z,y) € E. On a
u(l,—1) =(0,0) =0- (1,—1) d’ou (1,—1) vecteur propre associé¢ a la valeur propre 0.

3. Dans E = R?, soit u € Z(E) défini par u(z,y) = (—y, x) pour tout (x,y) € E. Pour X réel,
on a

z(14+ X)) =0

YT = =00

u(z,y) = Nz,y) < {

L’endomorphisme uv n’admet pas de vecteurs propres.

Proposition 3. Soit u € Z(E) et v € E non nul. On a

x vecteur propre de u <= Vect (z) stable par u

Démonstration. Si u(x) = Az, alors u(ax) = adz € Vect (x) pour tout o € K ce qui prouve
u(Vect (x)) C Vect (z). Réciproquement, on a u(x) € u(Vect (z)) C Vect (x) d’ou I'existence de
A € K tel que u(x) = . O

Exemple : Dans E = R?, I'endomorphisme v défini par u(z,y) = (—y,z) pour tout (z,y) € E
n’admet pas de sev stables autres que {Og} et E.

Proposition 4. Soient u € L (E) et A € K. On a
X valeur propre de u <= Ker (u — \id) # {0g}
St B est de dimension finie, on a

A valeur propre de u <= u — \id ¢ GL(E)

<= det(Aid —u) =0 <= dimKer (u —Aid) > 1

Démonstration. On a
A valeur propre de v <= Jr € EX {0g} | (v — \id)(x) = 0g
<= Ker (u— \id) # {Og}
En dimension finie, on sait que pour g € Z(E), on a
Ker g ={0g} <= g€ GL(E) <= detg#0
D’ou par négation
Ker (u—Aid) # {0} <= dimKer (v —Aid) > 1
< u—Aid ¢ GL(E) < det(Aid —u) =0

Remarque : En particulier, on a

0 valeur propre de u <= Ker u # {Og} <= u non injectif

Et en dimension finie, on a 0 valeur propre de u <= detu =0

B. Landelle 6 ISM MP




Définition 6. Soit u € Z(E). On appelle sous-espace propre de u associé a la valeur propre
A le sev de E noté Ey(u) défini par

E)(u) = Ker (u — Aid)

Remarque : Les vecteurs propres de u pour la valeur propre A sont les éléments de Ey (u)~{0g}.

Exemples : 1. Pour v = Aid avec A € K (homothétie), on a A unique valeur propre de u et
2. Soit p un projecteur de E avec Im p et Ker p non réduits & {Og}. Alors 0 et 1 sont valeurs
propres de p et Eo(p) = Ker p et E;(p) = Ker (p —id ) = Im p.

3. Dans E = ¢°(R,R), pour X réel, on a Ey(D) = Vect (z — e?*) (résolution d’une EDL(1)).

Proposition 5. Soit u € Z(E) et x € E tel que u(z) = Az avec A € K. Alors
VP e K[X] P(u)(z) = PNz

Démonstration. Par récurrence immédiate, on a u*(x) = Az pour k entier puis, pour P =

+00
S ap Xk, il vient
k=0

P(u)(z) = l:f;akuk(x) _ ]:Zo:zak)\kx — P\

O

Proposition 6. Soit u € Z(E) et P € K[X]. Si X\ valeur propre de u, alors P(\) est valeur
propre de P(u).

Démonstration. Soit X\ valeur propre de u et x vecteur propre associé. On a P(u)(x) = P(\)z
d’ott P()\) valeur propre de P(u). O

Proposition 7. Soit w € Z(E) et P € K[X] annulateur de u. Alors, les valeurs propres de u
sont parmi les racines de P.

Démonstration. Soit X\ valeur propre de u et x vecteur propre associé. Pour P annulateur de u,
on a P(u)(x) = 0=P(\)z avec x # Og d’ou P(\) = 0. O

2 Propriétés

Proposition 8. Soient u, v dans Z(E) tels que uov = vou. Alors Im u et Ker u sont stables
par v.

Y

Démonstration. Soit x € Im wu. Il existe ¢ € E tel que x = u(t). D’ou v(z) = vou(t) = uov(t) €
Im u. De méme soit x € Ker u. On a uov(r) = vou(r) = v(u(x)) = v(0g) = 0 d’ou
v(x) € Ker w. O

Proposition 9. Soit v € Z(E) et X\ valeur propre de u. Alors Ex(u) est stable par u et
lendomorphisme induit ug, ) est Aid g, ().

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition |8 appliquée avec u et u — Aid. De
plus, on a

r€E\(u) <= (u—Aid)(z) =0 <= u(z) =\

ce qui prouve le résultat attendu. O
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Théoréme 5. Soit u € Z(E) et \y,...,\, des valeurs propres de u deuzr a deuz distinctes.

On a éEA(u) = é E, (u)

p p
Démonstration. Soit (7;)1<j<p € [] Ex,(u) tel que Y x; = 0. Soit (L;)1<i<p la famille de po-
j=1 j=1
lynomes de Lagrange associés aux (\;)i<icp- On a L;j(A\;) = 6;; pour tout (4,7) € [1; p]?. 1l
vient

viellip] Liu) (z) L)) = YoLa(Ag)e; = 2 = 0

Remarque : On peut aussi procéder par récurrence mais c¢’est moins joli.

Corollaire 1. Soit u € Z(E). Une famille de vecteurs propres de u associés o des valeurs
propres deux o deux distinctes de u est une famille libre.

Démonstration. Soit (x;)1<i<p famille de vecteurs propres de u associés aux valeurs propres deux

P

a deux distinctes Ay, ... A, et ag, ... a, des scalaires tels que > a;x; = Og. On a a,z; € Ey, (u)
i=1

pour tout i € [1; p] d’ou par caractérisation d’une somme directe

P
Yaxi =0 = Vie[l;p] ar; =0 = Vie[l;p] a; =0
i=1

par non nullité des vecteurs propres x;. 0

Exemple : Dans E = €°(R,R) et D : f — f/, notant f) : x — e’*, pour \y,..., )\, deux &
deux distincts, on a (fy,,..., fy,) libre.

3 Point de vue matriciel

Définition 7. Soit A € #,(K). Le scalaire X\ € K est appelé valeur propre de A s’il existe
X e M,1(K) N {0} tel que AX = AX.

11

Exemple : Soit A = (1 1

) € M>(R). On a 0 et 2 valeurs propres de A.

Définition 8. Soit A € #,(K). On appelle sous-espace propre de A associé & la valeur propre
A le sev de K" noté E\(A) défini par

E)(A) = Ker (A — AL,)
= E)(u) = Ker (u — Aid)

ot u € Z(K™) désigne l’endomorphisme canoniquement associé a A.

Toutes les définitions et propriétés des parties I1.1 et I1.2 peuvent étre reformulées avec un point
de vue matriciel. Par exemple :

Soit A € #,(K). On a
A valeur propre de A <= A — I, ¢ GL,,(K) <= det(A\l, —A) =0
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Soit A € A,(K) et Ay,..., A, des valeurs propres deux a deux distinctes de A. On a

Avertissement : Dans tout ce qui suit, on suppose E de dimension finie non nulle notée
dimE = n.

IIT Polynoéme caractéristique

1 Définition

Proposition 10. Soit A € #,(K). L’application définie sur K par A — det(\l, — A) est
polynomiale.

Démonstration. On a
n n

det(AL, —A) = > e(o) [T [\, — A]w(i) = > e(0) [T (Niww) — tioe))

oS 1=1 0ESH i=1

d’ou le résultat. ]

Définition 9. Pour A € #,(K), on appelle polynome caractéristique de A le polynéme de
K[X] noté xa défini par xa = det(XI,, — A).

Remarque : On peut manipuler det(XI,, — A) comme un déterminant d’une matrice scalaire
en considérant les coefficients a valeurs dans le corps des fractions rationnelles K(X).

Théoréme 6. Soit A € #,(K). On a xa unitaire de degré n et plus précisément
xa = X" —Tr (A)X" 1+ ...+ (—=1)"det(A)

Démonstration. On a

n

det(XI, — A) = 3" e(o) ﬁl XL, = Al = 3 2(0) TT (X6 — aioo)

€Sy gES, =1
= [IX=a)+ > 2(0) [1(Xdion) = tiowm)
i=1 oeSp~{id } =1

Pour o # id, il existe ig € [1; n] tel que o(ig) # 7o et également o2 (iy) # o (i) par injectivité
de o d’oul

[T (X0io(i) = Gioi)) = @io,oi0)Gor(io) 02 io) I (X0io) = i)
=1 i€[1;n]~{i0,0(i0)}
qui est de degré < n — 2. Ainsi, les termes de degré n et n — 1 sont ceux de [[(X — a;;) =
=1
X" — 3 a;; X" 1+ .... Pour le terme constant, on a x5 (0) = det(—A) = (=1)"det(A) ce qui
i=1
clot la preuve. O
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Exemples : 1. Calcul de xj avec J = (1) Faisant C; < ) _C; puis apres factorisation C; <
i=1
C; 4 Gy, on trouve

1 -1 —1
XJ:(X_n)l X -1 —1 _(X_n)Xn—l
0o 1 0 ...
2. Calcul de P,, = xa, avec A, = L0 1T ... | On trouve P, = XP,.1 — P, 5 (on
0 .

compléte la suite avec Py = 1 et P; = X pour que la relation soit compatible en n = 2 et 3).
Pour A\ € R, la suite (P,()\)),, est récurrente linéaire d’ordre 2.

Proposition 11. Soient A, B dans #,,(K) semblables. Alors xa = xB.

Démonstration. On a A = PBP™! avec P € GL,(K). Il vient
xa = det(XI, — A) = det(P(XI, — B)P™!) = det(P) det(XTI,, — B) det(P!) = xp
[l

Définition 10. Pour u € Z(E), on appelle polynome caractéristique de u le polynome de
K, [X] noté x. défini par x, = xa avec A = matyu et B une base de E.

Remarque : Ceci est bien défini puisque y, est indépendant du choix d’une base d’aprés la
proposition précédente.

Proposition 12. Soit u € Z(E). On a
Xou = X" — Tr (u)X" 1 4+ ...+ (=1)"det(u)

Démonstration. Immeédiate. O

2 Propriétés

Théoréme 7. Soient u € Z(E), A € #4,(K) et A€ K. On a

A valeur propre de u <= X racine de X,

A valeur propre de A <= )\ racine de xa

Démonstration. On a
A valeur propre de u <= det(Aid —u) =0 <= A racine de x,
]

Définition 11. Soit v € Z(E) (avec E de dimension finie). On appelle spectre de u noté
Sp (u) l’ensemble des valeurs propres de u.

Définition 12. Soit A € .#,,(K). On appelle spectre de A noté Sp (A) ’ensemble des valeurs
propres de A.
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Remarques : (1) Une matrice de ., (R) pouvant étre vue aussi comme matrice de ., (C),
on distingue le corps des scalaires considérés en notant Sp - ou Sp .
(2) Dans un R-ev, le spectre d’un endomorphisme ou d’une matrice peut étre vide. Par exemple

avec A = (O -1

- > puisque xa = X? + 1 non scindé dans Ry[X] mais Sp(A) = {£i}.

’Proposition 13. Deux matrices semblables ont méme spectre.

|

Démonstration. Immédiate puisqu’elles ont méme polynéme caractéristique. O]

Remarque : La réciproque est fausse. Avec n > 2, on peut considérer par exemple A =1, et
B =1, + E;,, qui ne sont pas semblables bien que ya = xg = (X — 1)

Proposition 14. Soit u € Z(E), F sev stable par u et up € Z(F) ’endomorphisme induit par
u sur F. Alors xu, divise xy.

Démonstration. Dans une base 4 obtenue par complétion d’'une base %y de F, on a matgu =

A|B .
(%) avec A = matg,up. Puis

| XI,-A| -B
=170 [X,-C

Par suite, on a x, = xa X Xc avec XA = Xup- =

avec r=dimFetr4+s=dmkE

Proposition 15. Soit A € #,,(K). Si A est triangulaire, alors

XA:.H(X—%i) et Sp(A)={ai;,i€[l;n]}

=1

Démonstration. Supposons A triangulaire supérieure (preuve identique dans le cas triangulaire
inférieure). On a

ai I 5 ) X — ai e Ce —Q1n
0 ; 0 X — : .
Ao | 0 o oty = 11X
. . . . . . 1=
0 ... 0 apn 0 o 0 X—apy,
Le spectre s’en déduit puisqu’il est constitué des racines de ya. O

Remarque : Le résultat précédent s’applique a fortiori & des matrices diagonales.

3 Multiplicité

Les définitions et résultats vectoriels qui suivent existent a l'identique pour des matrices.

Définition 13. Soit u € Z(E) et A € K. On dit que \ est valeur propre de u d’ordre de mul-
tiplicité m si A est racine de x, d’ordre de multiplicité m. On note my(u) (ou plus simplement
my $’il n’y a pas d’ambiguité sur le choiz de u) cet ordre de multiplicité.

Vocabulaire : On dit aussi valeur propre d’ordre m ou de multiplicité m.

Remarque : Pour A ¢ Sp (u), on a my(u) = 0.
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Proposition 16. Soit u € Z(E). On a

> my(u) <dmE e =dimE < x, scindé dans K[X]
AESP (u)

Démonstration. Ona [ (X —X)™|x, avec égalité si x, est scindé. Comme deg x,, = dim E,
AESD (u)
le résultat suit. ]

Proposition 17. Soit u € Z(E) et A € Sp (u). Alors
1 < dimE)(u) < my(u)

Démonstration. On a Ey(u) stable par u. Notons uy = Ug, (u)- On a uy = Aid g, () 00 Xy, =
(X — \)4mEx®  Comme x,,, divise x., le résultat suit. O

Remarque : Si A est une valeur propre simple (i.e. d’ordre 1), alors dim E,(u) = 1.

Exemple : Pour A = (8 (1)>, onal<dimEy(A)=1<my(A) =2.

4 Théoréme de Cayley-Hamilton

Le résultat vectoriel qui suit existe a 'identique pour des matrices.

’Théoréme 8. Soit u € L(E). On a x,(u) = 0.

Démonstration. Soit x € E ~\ {0}. La famille (x,u(x),...,u"(z)) est lite puisqu’elle contient
n + 1 vecteurs. On pose

p=max {k € N*| (z,...,u"}(z)) libre}

Cet entier p est bien défini comme maximum d’une partie de N* non vide ((z) est libre) et
majorée par n. Comme (z,u(x),...,uP(z)) est lice, il existe des scalaires ao, ..., a,_1 tels que

uP(x) = gaiui(:ﬁ). En effet, on a
Vect (z,u(z),...,uP~!(x)) C Vect (x,u(z), ..., uP(x))

et (x,...,uP~(x)) libre (x,...,uP(x)) lite
d’ou I'égalité des dimensions et par suite

uP(x) € Vect (x,...uP(x)) = Vect (z, ..., uP~(z))

p—1 ]
On complete (z,u(x),...,uP~(z)) en % une base de E. On pose P = X? — 3", X’ et on note

i=0
0 ... ... 0 ag
) .
cP)=1o0
0
0 0 1 ap
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De plus, on a la matrice par blocs matgzu = ( Cgép) g ) d’ot x, = X¢@E) X XB. Avec
P
I'opération L; < > X""'L;, on obtient
i=1
X 0 0 —ag
—1
Xe)=|0 ... . 0 P | =P
o o X :
0 ... 0 -1 X—ayy
Par suite, on obtient Xu(u)(z) = xB(u) o P(u)(x) =0

Enfin, I'endomorphisme y,(u) s’annule évidemment en Og et le résultat est démontré.
Variante. Pour le calcul de x¢(p), on peut aussi procéder par récurrence sur le degré de P en
développant sur la premiére ligne. On trouve

p—2 )
Xer) = XX¢(@q) — a0 avec Q=XP"'— 3 a; X’
=0

[’hérédité permet de clore la récurrence. O

Remarque : Soit A € .#,,(K). On ne peut pas remplacer naivement X par A dans det(XI,,—A),
méme si c’est tentant. En effet, ceci revient a remplacer XI,, — A par zéro puis a calculer un
déterminant alors qu’en développant le déterminant, le morphisme d’évaluation envoie (XI,, —
A)i,j = X(Si’j — Q;j sur Aéi,j — ai,jIn-

IV  Polynéme minimal

Les définitions et résultats vectoriels qui suivent existent & I'identique pour des matrices.

1 Définition

Proposition 18. Soit u € Z(E). L’idéal des polynomes annulateurs de u n’est pas réduil a

{0}.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, cet idéal contient y, polynéme non
nul. O

Remarque : Notant n = dim E, on peut éviter le recours & Cayley-Hamilton en observant que
(id,u,...,u™) est une famille de n® + 1 vecteurs dans .Z(E) de dimension n? d’oi Iexistence
d’un polynéme annulateur de wu.

Définition 14. Soit u € Z(E). On appelle polynéme minimal de u noté m, le polyndome
unitaire qui engendre [’idéal des polynémes annulateurs de u.

Remarques : (1) Comme l'idéal des polynomes annulateurs n’est pas réduit a {0}, il existe
un unique polynoéme unitaire qui I’engendre.

(2) En dimension infinie, cette définition reste valable a condition que I’idéal ne soit pas réduit
a {0} (ce qui n’est plus garanti).
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Théoréme 9. Soit u € L (E). Le polynome m, est ['unique polynome unitaire annulateur de u
qui divise tout polynome annulateur de u.

Démonstration. L’ensemble des polynomes annulant u étant un idéal de K[X] non réduit a {0},
le résultat suit par définition de m,,. O

2 Propriétés

’Proposition 19. Soit u € Z(E). On a degm, > 1 et my|xu- ‘

Démonstration. Sidegm, = 0, alors m, = 1 et par suite m,(u) = id # 0. Puis, on a x, € 7,K[X]
d’ott 7, | xu- O

’Proposition 20. Soit u € Z(E). On a degm, =1 si et seulement si u € Vect (id ). ‘

Démonstration. Si degm, = 1, alors m, = X — a avec o € K et
Tu(u) =0 <= u—aid =0

Siu = aid avec a € K, alors X — a est annulateur de u or m,|X — « et degm, > 1 avec 7,
unitaire d’ou 7, = X — a. O

Théoréme 10. Soit u € L (E). Les racines de m, sont exactement les valeurs propres de u.

Démonstration. Comme 7, est annulateur de u et divise y,, on a

Sp (u) € 7,1 ({0}) € x5 '({0}) = Sp (u)
Les inclusions sont donc des égalités. [

Proposition 21. Soit u € Z(E) et B une base de E. Alors, on a Tmatyu = Tu-

Démonstration. On pose A = matgu puis pp : P — P(A) et ¢, : P — P(u). On a
TAK[X] = Ker pp = Ker ¢, = 7, K[X]

Ainsi, les polynoémes m, et m, sont associés et unitaires donc égaux. O]

’Proposition 22. Deuz matrices semblables ont méme polynéme minimal.

Démonstration. Conséquence de la propriété précédente. O
Exemples : 1. Onamg = X — 1l et yjq = (X — 1)4mE,

2. Pour p projecteur avec p # id et p # 0, on a m, = X? — X et y, = X4mKerp(X _ 1)rep,

3. Soit A = diag(1,2,...,n). On a xya = ﬁ(X — 1) et mA = xa puisque les racines de 7 et xa
sont communes. =

3 Lien avec l’algébre K]u]

Théoréme 11. Soit u € Z(E) et d = degm,. La famille (u")kepo.a-17 est une base de Klu].

Démonstration. Soit p entier. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, il existe Q, R dans
K[X] tels que X? = 7,Q + R avec deg R < degm,. En évaluant en w, il vient

u? = 7,(u) o Q(u) + R(u) = R(u) € Vect (u*)refo;d-1]

Une combinaison linéaire nulle des vecteurs de cette famille équivaut & écrire R(u) = 0 avec
degR < degm,. Si R n’est pas nul, on aurait un polynéme annulateur de u non divisible par

m, ce qui est absurde. Le résultat suit. O
Corollaire 2. Soit u € Z(E). On a dimK[u| < dim E.
Démonstration. On a m,|x, d’ou dim K[u] = degm, < degy, = dimE. O
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V Diagonalisation

1 Définition

Définition 15. Soit u € Z(E). L’endomorphisme u est dit diagonalisable s’il existe une base
A de E telle que matgu soit diagonale. La base # est dite base de diagonalisation.

Remarque : Notant & = (e1,...,€,), on a
A0 ...00
o - . = .
mat zu = _ Vie[l;n] u(e;) = \ie;
R §|
0 ... 0 M\,

Les termes diagonaux sont alors les valeurs propres de u et & est une base de vecteurs propres
de wu.

Proposition 23. Soit u € Z(E). On a u diagonalisable si et seulement s’il existe une base A
de E formée de vecteurs propres de u. Une telle base est base de diagonalisation.

Démonstration. Immeédiate. O

Exemples : Homothéties vectorielles, projecteurs, symétries dans des bases adaptées.

2 Reésultats de diagonalisation

Théoréme 12. Soit u € L (E). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. u diagonalisable ;

AESD (u)
3. dmE= > dimE,(u)
AESD (u)
4. Xu est scindé sur K[X] et pour tout A € Sp (u), dim Ex(u) = my(u).

Démonstration. Supposons u diagonalisable. Soit # = (ei)ie[[l;nﬂ une base de diagonalisation.

On a Vie[l;n] e, € @ Ex(u)
AESD (u)
D’ou E = Vect (€;)ic[1;,] C @ Ei(u) CE
AESD (u)

et I'égalité souhaitée s’en déduit. Réciproquement, une base adaptée a la décomposition est une
base de diagonalisation d’ou le résultat. On a

dim @ Ex(uw)= > dimE,(u)
AESD (u) AESp (u)

d’on I'équivalence (2) <= (3). OnadimE,(u) < my(u) pour tout A € Sp (u) et > my(u) <
AESD (u)

dimE d’ou >3 dimE)(u) < > my(u) < dimE. Par suite
AESD (u) AESp (u)
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dmE= ) dimE)(u) <= VYA€ Sp(u) dimEy(u)=my(u) et > my(u)=dimE
AESD (u) AESP (u)

L’équivalence (3) <= (4) en résulte. O

Remarque : En pratique, pour diagonaliser un endomorphisme (ou une matrice), on construit
une base adaptée a la décomposition en somme directe.

Exemples : Projecteurs et symétries dans des bases adaptées.

Corollaire 3 (Condition suffisante de diagonalisation). Soit u € Z(E) avec dimE = n.
St u admet n valeurs propres deuz a deux distinctes, alors u est diagonalisable et ses sous-espaces
propres sont des droites vectorielles.

Démonstration. Ona @ E,(u) C E puis

AESD (u)
dmE>dim @ E)(u)= > dimE,(u)>dimE
AESD (u) AESD (u) T/
d’otl dmE= > dimE\(u) et VA& Sp(u) dimE)(u) =1
AESD (u)

Variante. Les valeurs propres sont exactement les racines de y, et degx, = dim E d’ou y,, est
scindé a racines simples et

VA € Sp (u) 1 <dimEy(u) < my(u) =1

Le résultat suit. O

3 Point de vue matriciel

Définition 16. Une matrice A de 4, (K) est dite diagonalisable si [’endomorphisme canoni-
quement associé u € L (K™) est diagonalisable.

Proposition 24. Une matrice A de #,,(K) est diagonalisable si et seulement si elle est sem-
blable a une matrice diagonale.

Démonstration. Immeédiate. O

Remarque : Les termes diagonaux de cette matrice diagonale sont alors les valeurs propres
de A.

Le théoréme fondamental de diagonalisation et son corollaire, la condition suffisante de diago-
nalisation existe a l'identique en version matricielle.

1
0 2
toutes deux semblables & diag(1,2), la condition suffisante de diagonalisation s’appliquant.
1 10
2. La matrice A = [ 0 1 0 | est-elle diagonalisable? Non car on a rg(A —I3) = 2 d’ou
0 00

Exemples : 1. Les matrices ( > et (3 (1)) sont-elles semblables? Oui puisqu’elles sont
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Proposition 25. Notons € base canonique de K". Soit A € 4, (K) et P € GL,(K). On a

P~'AP diagonale <= P matrice de passage de € o B une base de vecteurs propres de A

Démonstration. Immédiate puisque P7AP est la matrice de 'endomorphisme canoniquement
associé & A écrit dans une base dont le passage depuis la base canonique est réalisé par la

matrice P. ]
1 -1 1
Exemples : 1. Réductionde A= -2 1 2
-2 -1 4
1 10
On trouve P~'AP = diag(1,2,3) avec P=1[1 0 1
1 11
1 20
2. Réductionde B=| 2 4 0
-4 2 5
1 0 =2
On trouve P7'BP = diag(5,5,0) avec P={2 0 1
01 =2

4 Polynémes annulateurs et diagonalisabilité

Théoréme 13. Soit u € L (E). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. u diagonalisable ;
2. il existe un polynome scindé a racines simples annulant u ;

3. m, est scindé a racines simples.

Démonstration. Supposons u diagonalisable. Soit Z une base de vecteurs propres de u. Pour
r €A, onau(x)=puravec p € K.Onpose P= J] (X—=A).Ona

AESD (u)
P = [H(X—/\)] (X —p)
AZp
D’ou P(u)(z) =(...)(u) o (u—pid)(x) =0
Ainsi, P(u) s’annule sur une base de E donc P(u) = 0 et P est scindé & racines simples.

S’il existe un polyndme scindé & racines simples annulant u, alors m, est également a racines
simples puisque 7, divise ce polyndéme annulateur. Enfin, supposons 7, scindé & racines simples,

autrement dit 7, = [ (X — ). Avec le lemme des noyaux, il vient
AESp (u)
E=Kerm,(u)=Ker O (u—2Xid)= €& Ex(u)
2eSp (u) AESp ()

Remarque : On dispose du méme résultat pour des matrices.

Proposition 26. Soit u € Z(E) et F sev stable par u. Alors m,, divise ,.
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Démonstration. On a m,(up) = 04w puisque m,(up)(z) = m,(u)(x) pour x € F. Le résultat
suit. [

Théoréme 14. Soit u € L (E) et F sev stable par u. Si u est diagonalisable, alors up ['est
ausst.

Démonstration. Comme 7, divise 7, qui est scindé a racines simples, alors m,, 'est aussi et
le résultat suit. O]

VI 'Trigonalisation

1 Deéfinition

Définition 17. Soit u € Z(E). L’endomorphisme u est dit trigonalisable s’il existe une base
A de E telle que matyu est triangulaire supérieure. La base A est dite base de trigonalisation.

Remarque : Soit Z = (ey, . .., e,) une base de trigonalisation de u. On note Fy, = Vect (e, ..., ex)
pour k € [1;n]. On a

Vke[1l;n] u(er) € Fr, et u(Fy) C Fy

Définition 18. Une matrice A de #,(K) est dite trigonalisable si elle est semblable a une
matrice triangulaire supérieure.

Proposition 27. Soit A € #,(K). On a A trigonalisable si et seulement si ’endomorphisme
canoniquement associé u € L (K"™) est trigonalisable.

Démonstration. Immeédiate. O

Remarque : Une matrice triangulaire inférieure est trigonalisable. En effet, si A = matyu est
triangulaire inférieure avec u € Z(K") et € = (ey, ..., e,) base canonique de K", alors mat ou
est triangulaire supérieure avec £ = (e,, ..., e1).

2 Résultats de trigonalisation

Les résultats vectoriels qui suivent existent a I'identique pour des matrices.

Théoréme 15. Soit u € Z(E). L’endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si x, est
scindé sur K[X].

Démonstration. Le sens direct est immédiat. Pour le sens indirect, on procéde par récurrence
sur n = dim E. C’est immédiat pour n = 1. Supposons que la propriété est vraie en dimension
n — 1. Comme Y, est scindé, il existe au moins une valeur propre A € K. Soit x vecteur propre
associé. On compléte (z) en une base # de E. Ainsi, on a

matgu = ( E)\ i ) avec Le #,-1(K) et Ae s, 1(K)

On a x, = (X—A)xa et comme Y, est scindé, il en résulte que xa l'est aussi. Par hypothése de
récurrence appliquée a 'endomorphisme canoniquement associée a A, il existe Q € GL,_1(K)

tel que Q tAQ est triangulaire. On définit la matrice diagonale par blocs P = ( (1) (% ) Sans
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difficulté, c’est une matrice inversible d’inverse P~! = < (1) QO_I > En effectuant des produits
par blocs, il vient
(ML L ALQ ) < A LQ >
1 _ p-1 _
P <o A)P_P <0 AQ/ L 0[QTAQ
qui est triangulaire ce qui clot la récurrence. O]

Corollaire 4. Tout endomorphisme d’un C-ev de dimension finie est trigonalisable.
Toute matrice de A, (C) est trigonalisable.

Démonstration. Conséquence du théoréme de d’Alembert-Gauss : tout polynéme non constant
de C[X] est scindé sur C[X]. O

Remarques : (1) Dans E un C-ev et u € Z(E), on a Sp (u) # .

(2) Le résultat du corollaire est faux dans un R-ev. En considérant u € Z(R?) canoniquement

associé a A = <0 -1
1 0

(3) Selon le corps des scalaires considérés, les résultats de réduction matricielle peuvent changer

radicalement. Avec I’exemple précédent, on a A diagonalisable dans .#5(C) et non trigonalisable

dans #5(R).

), on a xao = X? + 1 non scindé dans Ry[X].

Proposition 28. Soit u € Z(E). Si u est trigonalisable, alors

n

s

det(u) = 1/\i et Tr(u)=> N\
= i=1
oU A1, ..., A\, sont les valeurs propres de u, répétées avec leurs multiplicités.
Démonstration. 11 suffit de considérer une base de trigonalisation de u. O]

Remarque : Le résultat sur la trace est trés utile en pratique pour vérifier la cohérence du
calcul d’un polynéme caractéristique de matrice.

3 Techniques de trigonalisation

3.1 En dimension deux

Proposition 29. Soit E un K-ev de dimension 2. Soit uw € £(E) trigonalisable et non diago-
nalisable avec Sp (u) = {A\}. On a

1% = (e1,¢€2) base de E | matgu = (8\ i\)

Soit (eq,e2) une base de E. On choisit ig € [1; 2] tel que (v — Aid)(e;,) # Og (choix possible
puisque u — Aid # 0g(g) car u n’est pas diagonalisable, au plus deux essais). On pose alors

€9 = €, e1 = (u— Aid ) (&)

On vérifie la liberté de & = (1, 3) et compte-tenu des choix des vecteurs, on a matgu de la
forme souhaitée.
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3.2 En dimension trois

Proposition 30. Soit E un K-ev de dimension 3. Soit u € £ (E) trigonalisable non diagona-
lisable. Si Sp (u) = {\, u} avec X # u, A valeur propre double, on a

A1 0 uw 0 0
B = (e1,€9,€3) base de E | matgu=| 0 A 0O ou 0 XA 1| dans B = (e3,¢1,¢2)
00 u 00 A

Soit (ey, e, e3) une base de E. On cherche ig € [1; 3] tel que (v — Aid) o (u — pid)(e;,) # Or
(choix possible puisque (v — Aid) o (u — pid) # 0y car u n’est pas diagonalisable, au plus
trois essais). On pose alors

g9 = (u— pid)(e;,) g1 = (u—Aid)(e2)

que I'on compléte en déterminant (e3) base de E,(u). On vérifie la liberté de & = (e1,¢e2,¢€3)
et compte-tenu du choix des vecteurs, on a matzu de la forme souhaitée.

Proposition 31. Soit E un K-ev de dimension 3. Soit u € £ (E) trigonalisable non diagona-
lisable. Si Sp (u) = {A\}, on a

A1 0
1. S (u—Aid)? #0, 3B = (e1,69,€3) base de E | matgu= | 0 X 1
0 0 A
A1 0
2.8 (u—Xid)?2 = 0, 38 = B = (e1,69,63) base de E | matgu = [ 0 X 0 | ou
0 0 A

dans B = (53,51,62).

o O >
O > O
> = O

Soit (eq, es, €3) une base de E. Avec rg (u— A id ), on on détermine si on est dans la configuration
1 ou 2.

1. On cherche ig € [1; 3] tel que (u— Aid )?(e;,) # Op (choix possible car (u— Nid)? # 0.g(w),
au plus trois essais). On pose alors

€3 = € E9 = (U - /\ld)(Eg) &1 = (u — )\ld)(ffg)

On vérifie la liberté de & = (1, e9,€3) et compte-tenu du choix des vecteurs, on a matgu de
la forme souhaitée.

2. On choisit ig € [1; 3] tel que (u — Aid)(e;,) # Og (choix possible puisque u — Aid # 0
car u non diagonalisable, au plus trois essais). On pose alors

€9 = €4, g1 = (u—Aid)(e2)
et on compléte (1) en base (e1,e3) de Ey(u). On vérifie la liberté de & = (1, €9, €3) et compte-
tenu du choix des vecteurs, on a matgzu de la forme souhaitée.

Remarque : Les formes réduites obtenues sont dites réduites de Jordan.

Exemple : Réduire

B. Landelle 20 ISM MP




2 0 -1 0 1 2
A= -2 1 3 B=1[ -1 2 2
0O O 0 01
1 10 01
On trouve P'AP={0 1 0 avec P=|1 0
0 0 2 01
1 10 1 0 2
Puis Q'BQ=(0 10 avec Q=111 0
0 01 0 01

VII Nilpotence

Les définitions et résultats vectoriels qui suivent existent a ’'identique pour des matrices.

1 Définition, propriété

Définition 19. Soit u € Z(E). L’endomorphisme u est dit nilpotent s’l existe k entier non
nul tel que u* = 0. Le plus petit entier p non nul vérifiant cette propriété est appelée indice ou
ordre de nilpotence de u.

Remarques : (1) L’entier p = min {k € N* | «* = 0} est bien défini comme minimum d’une
partie non vide de N*,

(2) Soit & une base de E. On a u nilpotente si et seulement si matgu U'est puisque matgu® =
(matgu)® pour tout k entier et dans ce cas, la matrice matgzu et 'endomorphisme u ont méme
ordre de nilpotence.

’Proposition 32. Soit u € Z(E) nilpotent d’indice p. On a m, = XP.

Démonstration. On a u? = 0 et u?~' # 0 d’ou 7,|X? et X* avec k < p non annulateur de u
d’ou le résultat. O

Proposition 33. Soit u € Z(E) nilpotent. L’indice de nilpotence p de u vérifie p < n. ‘

Démonstration. Comme 7, = XP|x,, il s’ensuit que p < n
Variante. On peut éviter le recours a Cayley-Hamilton. Soit = € E tel que v?~'(x) # Og.

p—1 ,
Montrons la liberté de (z, u(z), ..., uP~(z)). Soit (a;)iefo;p-1] € KP {0k} tel que >~ oyu’(z) =
i=0
0. Notons / =min{i € [0;p—1] | a; # 0}. On a

w (Cawi@)) —awr @) =0 = a0

ce qui contredit la définition de ¢. On en déduit que a; = 0 pour tout ¢ € [0;p — 1] et le
cardinal d’une famille libre étant majoré par la dimension de ’espace, on obtient p < n. O

Proposition 34. Soit A € #,(K). Si A est triangulaire supérieure stricte, alors A est nilpo-
tente.

Démonstration. Ona xy = X" et xa(A) = A™ = 0 d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton. [

Remarque : Résultat généralisé plus bas.
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2 Nilpotence et réduction

Théoréme 16. Soit u € Z(E). On a
u nilpotent <= wu trigonalisable et Sp (u) = {0}

Démonstration. Supposons u nilpotent et soit p indice de nilpotence. Soit A = matgzu avec
2 une base de E. On a my = m, = X? d’out Sp (u) = Sp(A) = {0}. Considérant A comme
matrice de ., (C), comme x4 est scindé dans C[X], unitaire, de degré égal & n avec zéro pour
seule racine, il s’ensuit que x5 = X™. On a donc aussi x, = X" d’ou u trigonalisable (méme
si le corps des scalaires de E n’est pas C). Réciproquement, on suppose u trigonalisable avec
Sp (u) = {0}. Dans une base de trigonalisation 4, la matrice matgu est triangulaire stricte
donc nilpotente.

Variante pour la réciproque. On peut éviter le recours a Cayley-Hamilton (utilisé lors de la
proposition . On montre par récurrence forte u*(e;) = 0 pour tout k € [1; n] ot u™ =0
ce qui prouve le résultat. On peut aussi poser F = Vect (e, ..., e), vérifier que u(Fy) C Fr_y
puis montrer par récurrence que u*(F,) C F,,_ d’ott u*(F,) = {0g}. O

Corollaire 5. Soit u € Z(E). On a u nilpotent si et seulement s’il existe une base B de E
telle que matgu est triangulaire supérieure stricte.

Démonstration. Conséquence immédiate du résultat précédent. O]

Corollaire 6. Soit A € #,(K). On a A nilpotente si et seulement A est semblable a une
matrice triangulaire supérieure stricte.

Démonstration. Traduction matricielle du corollaire précédent. O

3 Polynéme minimal scindé

Théoréme 17. Soit u € L(E) et P = [ (X —=XN)* annulateur de u (les ay entiers non
AESD (u)
nuls). On a

E= @ F, avee Fy=ZKer(u— \id)* stable par u

AESD (u)
et il existe B= | B base adaptée a cette décomposition en somme directe telle que
AESD (u)
VA € Sp(u) matg, up, = AL, + T\ avec Ty triangulaire supérieure stricte

En particulier, on a dim Fy = my pour tout X\ € Sp (u) et B est une base de trigonalisation.

Démonstration. D’aprés le lemme des noyaux, il vient

E=KerPlu)=Ker O (u—2Aid)™= & F, avec F,=Ker(u—Aid)™
AESD (u) A€ESD (u)
Soit A € Sp (u). On a F) stable par u car u commute avec (u — Aid )* € K[u|. Notant ny =
up, —Aidp,, on any € Z(F,) et n{* = 0. D’aprés le corollaire précédent, il existe 4, base de
F, telle que mat g n, soit triangulaire supérieure stricte. Ainsi, on a matg, up, est triangulaire

supérieure. En concaténant = | 2, on obtient une base A de trigonalisation de u et

AESP (u)
on a
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YXu = det(XI, —matgu) = [ (X =N = J] (X =) )™
AESD (u) AESP (u)

la derniére expression de y, résultant de son caractére scindé. Il s’ensuit
Ve Sp (U) dim F)\ = m)y

Théoréme 18. Soit u € L (E). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. u est trigonalisable ;
2. il existe un polynome scindé dans K[X]| annulateur de u ;
3. le polynome minimal 7, est scindé dans K[X].

On peut alors décomposer E en somme directe de sous-espaces stables par u sur lesquels u induit
la somme d’une homothétie et d’un endomorphisme nilpotent.

Démonstration. (1) = (2) On a x,, scindé et annulateur de w.

(2) = (3) Immeédiat car 7, est annulateur de u et divise tout polynoéme annulateur de u donc
est scindé en tant que diviseur d’un polynéme scindé.

(3) = (1) On applique le théoréme précédent avec m, qui est scindé et dont les racines sont
les éléments de Sp (u). O

Théoréme 19. Soit A € #,(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. A est trigonalisable ;

2. A est semblable & une matrice diagonale par blocs diag (AL, + T/\)Aesp(A) avec les Ty
des matrices triangulaires supérieures strictes ;

3. A est semblable & une matrice diagonale par blocs diag (AL, + N,\)AGSP(A) avec les Ny
des matrices nilpotentes.

Démonstration. (1) = (2) Soit u € Z(E) ou E = K" canoniquement associ¢ & A. On a u
trigonalisable. Ainsi, x, (ou m,) est scindé et on applique le résultat du théoréme

(2) = (3) Immédiate car une matrice triangulaire stricte est nilpotente.

(3) = (1) Soit B = diag(AlL,, + Ni)iesp(a) semblable a A avec les N nilpotentes. Pour
chaque A, il existe Py € GL,,, (K) telle que P;lN,\PA triangulaire supérieure stricte. Avec
P = diag(P1)resp(a), on a P inversible et P~'BP triangulaire supérieure (produit par blocs).
Comme A est semblable a B, le résultat suit par transitivité. O

Définition 20. Soit u € Z(E) avec x, scindé dans K[X] dot x, = [] (X —=AN)". On
AESD (u)
appelle sous-espaces caractéristiques de u les sev Ker (u — Xid )™ pour A € Sp (u).

Corollaire 7. Soit u € Z(E) avec x, scindé dans K[X]| d’ot x, = [] (X—=X)". Ona
AESD (u)

E= @ Ker(u—Aid)™
AESP (u)

et il existe une base adaptée B adaptée a cette décomposition en somme directe telle que

matgu = diag (AL, + TA))\GSP (u) QVEC les Ty des matrices triangulaires supérieures strictes

Démonstration. C’est le théoréme [17] appliqué avec P = . O

Remarque : En pratique, c’est souvent le polynéme caractéristique y, qui est le polynome
annulateur de u le plus accessible pour appliquer ce résultat.
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VIII Des applications de la réduction

1 Détermination d’une puissance p-iéme
e Cas oul A diagonalisable
3P € GL,(K) | A = PDP~! = AP = PDPP!
e Cas ou A trigonalisable
3(B,N) € #,(K) | A=B+ N avec B diagonalisable, N nilpotente et BN = NB

En effet, on a A semblable a D + T avec D = diag(AiL,, ..., AvLy, ) et T = diag(Ty,...,T,) et
un produit par blocs montre que DT = TD. Soit ¢ indice de nilpotence de N. On applique la
formule du binéme (car commutation)

min(p,f—1)
AP = (B + N)” = Z (P)Bpkak

P
L’intérét de ce développement est qu’il contient au plus ¢ termes, méme si p est trés grand.

e Avec un polynéme annulateur
Si P est annulateur de A, il existe (Q,, R,) € K[X]? tel que X? = PQ, + R, avec degR,, < p
d’ou

AP =R,(A)

2 Reécurrences croisées

Résolution de probléme de la forme X, 1; = AX,, pour n entier avec X, € #,1(K) et déter-
mination de X,, pour un n fixé. La suite (matricielle) (X,,),, suit une progression géométrique.
Une récurrence immédiate donne

Vn e N Xn = AnXO

On s’est donc ramené & un probléme de détermination de puissance d’une matrice.

py1 = _an

Exemple : Expressions des suites (a,,) et (b,) vérifiant :
bn+1 =ap + 3bn

Posons X,, = (Z”) et A = <(1) _32> Le probléme s’écrit matriciellement X,,.; = AX,. On

réduit A ou on utilise le fait que ya(A) =0 ...

3 Suites récurrentes linéaires

Définition 21. Une suite (u,), de KN est récurrente lindaire d’ordre p (SRL(p) en abrégé) si
elle vérifie une relation de la forme

Vn € N Uptp = Qp—1Untp—1 + ... + QoUy, (H)
avec ao, . .., a,—1 des scalaires et ag # 0.
Théoréme 20. Soient ao, . .., a,—1 des scalaires avec ag # 0 et la relation de récurrence linéaire
Vn € N Untp = Ap—1Untp—1 + ... + QoUp, (H)

L’espace Sy des solutions est un K-ev de dimension p.
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p—1 )
Démonstration. C’est clairement un sev de KN. Posant P = X? — > ¢, X!, E = KN et o :
i=0

E = E, (un)n = (tps1)n, on a 0 € Z(E) et on peut aussi observer Sy = Ker P(o) (remarque
culturelle). L’application @y : Sy — KP, (u,), — (uo,...,u,—1) est un isomorphisme d’aprés
le principe de récurrence (injective et surjective). En effet, la suite (u,), est complétement
déterminée par ses p premiers termes et on peut les choisir arbitrairement. O

Proposition 35. Soit (uy,), vérifiant

Vn € N Untp = Qp—1Untp—1 + ... + QoUp
avec ao, . .., ap—1 des scalaires et ag # 0. Posant X, = (un e un+p_1). On a
0O 1 0 ... 0
Vn e N Xpy1 = . 0 X, = AX,
0 0 1
Gy ... ... ... (4p—1
A
et Vn € N X, = A"X,

Vocabulaire : On appellera A la matrice compagne (ou compagnon) de la suite (uy,),.

Démonstration. 11 suffit d’écrire
Un+1
Xn+1 =
Ap—1Un+p—1 + ...+ agun,
La relation vectorielle obtenue est géométrique et une récurrence immédiate fournit le résultat
sur X,,. ]

Remarque : On se raméne donc a un calcul de puissance matricielle.

Théoréme 21. Soit la relation récurrente linéaire d’ordre 2 définie par
Vn € N Upio = AUy + buy, (H)
avec (a,b) € K x K*. L’équation caractéristique (R) est
r?—ar—b=0
1. Si (R) admet deux racines o, B distinctes
(Un)p €Sy <= I\, p)€eK?® | VneN  u, ="+ up"
2. 81 (R) admet une racine double «

(Up)n €Su <= I\, u)eK?® | YneN  wu,=(\+pun)a”
3. Si (a,b) € R x R* et (R) admet deux racines complezes conjuguées pe' et pe ¢ avec
p>0eth#0 [n]

(up)n € Su <= I\, u) €R?* | VneN  wu, = p"(Acos(nd) + usin(nd))

Remarque : Le troisiéme cas (qui est un sous-cas du premier) fournit une expression réelle
d’une suite réelle solution.
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Démonstration. Soit E =KY. Onnote o : E = E, (uy)n = (tns1)n. On a clairement o € Z(E).
Notant P = X2 —aX — b, on a

Vn e N Upto = QUpiq + bu, <= (uy,), € Ker P(0)
1. Si (R) admet deux racines distinctes « et (3, il vient d’aprés le lemme des noyaux
Ker P(0) = Ker (0 — aid) @ Ker (¢ — fid)

d’out le résultat.

3. Si (R) admet deux racines complexes conjuguées pe ¥ (p > 0 et # # 0[r]), notant o = pe®,
la suite (a™),, est solution d’aprés le cas 1, d’ou

Vn € N a2 = g™t + ba”

et considérant partie réelle et imaginaire, les suites (p" cos(nf)), et (p"sin(nf)), sont des so-

lutions réelles. Enfin, elles forment une libre donc constitue une base du plan vectoriel réel
Ker P(0).

2. Si (R) admet une racine double o (non nulle), on pose e, = (a"), et u = e,v pour u € E
(c’est-a-dire v = ey qu). On trouve (0 — aid )(u) = aes(o —id )(v) puis

(0 —aid)?(u) = a?eq(0 —id )% (v) =0 <= v € Ker (¢ —id )?

et Vn e N (0 —1d)3(v)n = Vpy2 — 20ps1 — Vp = Upyo — Ung1 — (Upg1 — Up)

Ainsi, on a v € Ker (0 —id )? si et seulement si la suite (v,,1 — v,), est constante, autrement
dit v, = A + pun pour n entier avec A\, u scalaires. Le résultat suit. O

Remarque : On a Ker ¢ = Vect ((dy.)n) et Ker 6 = Vect ((5p.n)n; (01.1)n). On peut ainsi
compléter la description des solutions sans I’hypothése b non nul.
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Annexes

Proposition 29. Soit E un K-ev de dimension 2. Soit u € £(E) trigonalisable et non diago-
nalisable avec Sp (u) = {\}. On a

dB = (e1,€2) base de E | matgu = (())\ }\)

Démonstration. Soit (eq, e3) une base de E. On a y,, scindé mais pas a racines simples sinon u
serait diagonalisable d’ou x, = (X — X)2. On choisit ig € [1; 2] tel que (v — Aid )(e;,) # Og.
Ce choix est possible car si u — Aid s’annule sur la base (ej, e), alors on aurait v = Aid. On
pose alors

€9 = €, g1 = (u—Aid)(e9)

On applique v — Aid & une combinaison linéaire de % = (e1,€2) et, en utilisant x,(u) = 0.¢(g),
on obtient la liberté de Z. La matrice de u dans & a la forme attendue. O

En dimension trois

Proposition 30. Soit E un K-ev de dimension 3. Soit u € ZL(E) trigonalisable non diagona-
lisable. Si Sp (u) = {\, u} avec X # pu, A valeur propre double, on a

A1 0 uw 0 0
B = (e1,€9,€3) base de E | matgu=| 0 A 0O ou 0 XA 1| dans B = (e3,¢1,¢2)
00 u 00 A

Démonstration. Soit (ey, €9, e3) une base de E. On a x,, = (X—\)*(X—p). On choisit ig € [1; 3]
tel que (u — Aid) o (u — pid)(e;,) # Og. Ce choix est possible car si (v — Aid) o (u — pid)
s’annule sur la base (ej, eq,€3), alors cette application est nulle et on aurait (X — A\)(X — p)
scindé a racines simples et annulateur de u qui contredit v non diagonalisable. On pose alors

g9 = (u— pid)(e;) g1 = (u—Aid)(e9)

que l'on compléte en déterminant (e3) base de E,(u). On applique (u — Nid)? puis u — Aid a
une combinaison linéaire de % = (e1, €, ¢€3) et, en utilisant x,(u) = 0.¢), on obtient la liberté
de A. La matrice de u dans & a la forme attendue. m

Proposition 31. Soit u € Z(E) trigonalisable non diagonalisable. Si Sp (u) = {\}, on a
Al

1. Si(u—Aid)? # Ogm), 3B = (€1,€2,¢3) base de E | matgu= | 0 A

0 0

ou

o O >

1
A
0

> o O

0
1
A
2. 8 (u—\id)? = O0yE), 3B = B = (e1,62,€3) base de E | matgu = (

dans B = (e3,€1,€2).

o O >
o > O
> = O

Démonstration. Soit (eq, s, e3) une base de E. On a y, = (X — \)3.

1. Si (u— Aid)? # 0g(m), on cherche ig € [1; 3] tel que (u — Xid)?(e;,) # Og. On pose alors
£3 = €, g9 = (u— Aid)(e3) g1 = (u—Aid)(e9)
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On applique (u — Aid)? puis u — Aid a une combinaison linéaire de B = (e1,¢e9,¢3) et, en
utilisant x,(u) = 0.¢ ), on obtient la liberté de #. La matrice de u dans % a la forme attendue.

2. Si (u— Aid)? = Og), on choisit iy € [1; 3] tel que (u — Xid)(e;)) # Op. Ce choix est
possible car si u — Aid s’annule sur la base (eq, es, €3), alors on aurait w = Aid. On pose alors
€9 = €4 81:(U—>\id)(€2)
et on compléte (1) en base (e1,¢3) de Ey(u). Ceci est possible. En effet, on a Im (v — Aid ) C
Ker (u — Aid) et Ker (u — Aid ) # E. D’aprés le théoréme du rang et 'inclusion précédente, on
arg(u—Aid) =1 et dimKer (u — Aid) = 2. Enfin, on applique u — Aid a une combinaison
linéaire de 8 = (€1, €2, €3) et, en utilisant x,(u) = 0.(x), on obtient la liberté de %. La matrice
de u dans Z a la forme attendue. O

Suites récurrentes linéaires d’ordre deux

On propose une preuve différente du théoréme de résolution des suites récurrentes linéaires
d’ordre deux.

Théoréme 20. Soit (u,) une suite récurrente linéaire d’ordre deux vérifiant
Vn € N Upio = QUyyq1 + buy, (H)
avec (a,b) € K x K*. L’équation caractéristique (R) est
r?—ar—b=0
1. Si (R) admet deux racines a,  distinctes, alors
I\ u)eK?® | VneN  wu, ="+ up"
2. Si (R) admet une racine double o, alors

I\ p)eR? | YneN  u, = (\+ pun)a”

3. Si (a,b) € R x R* et (R) admet deux racines complezes conjuguées pe'’ et pe =9, alors

I\ pu)eR? | VneN  w, =p"(Acos(nf) + usin(nb))

Démonstration. On a
X —1
XAZ1 p X—q

Les racines de I’équation caractéristiques sont donc exactement les valeurs propres de A.

=X%—aX-b

1. Si (R) admet deux racines distinctes «;, £, la matrice A est diagonalisable dans .#5(K) d’aprés
la condition suffisante de diagonalisation et il existe donc P € GLy(K) et D = diag(a, 3) telle
que A = PDP~! puis A" = PD"P~! pour n entier et ainsi

() =r () ()

3. Si (R) admet deux racines complexes conjuguées pe™ et (a,b) € RxR*, Le résultat précédent
s’applique d’ou

d’out le résultat.

Vn e N Uy = )\p”ei”@ + M,One —inf
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avec (\, p) € C2. Les suite (Re p"e™),, et (Im p"e'™), sont solutions réelles et on vérifie sans
peine qu’elles forment une famille libre donc une base du plan vectoriel réel Sy.

3. Si (R) admet une racine double «a, la matrice A n’est pas diagonalisable sinon elle serait
semblable & aly donc égale a cette matrice. Il existe P € GLy(K) telle que

A =PTP~! avec T:(a 1>
0 «

Une récurrence ou une application du binéme donne
a™ nan—l)

Vn € N TZ(O o"

Puis Up = A" + vna™t = a(\ + nv/a)

avec (A, v) des scalaires et o # 0 car ya(0) = b # 0. O
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