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Préparation à l'interrogation n°07

1 Étude asymptotique

1. Développement limité en 0 à l'ordre 2n+ 1 de sh (x) ;

2. Développement limité en 0 à l'ordre n de ln(1 + x) ;

3. Développement limité en 0 à l'ordre 3 de
√
1 + x.

2 Croissances comparées

Soient α, β > 0. On a

eαx

xβ
−−−−→
x→+∞

+∞ xβe−αx −−−−→
x→+∞

0 xα ln(x)β −−→
x→0

0
ln(x)β

xα
−−−−→
x→+∞

0

3 Contrôle

Les fonctions sin et cos sont 1-lispschitziennes sur R : elles sont toutes deux dérivables sur R
avec

|sin′| = |cos| ⩽ 1 et |cos′| = |− sin| ⩽ 1

D'après l'inégalité des accroissements �nis, on a

∀(x, y) ∈ R2 |sin(x)− sin(y)| ⩽ |x− y| et |cos(x)− cos(y)| ⩽ |x− y|

4 Polynômes

Soit n entier non nul. On a Xn − 1 =
n−1∏
k=0

Ä
X− e

2ikπ
n

ä
5 Réduction

Soit u ∈ L (E) avec E un K-ev de dimension �nie.

1. On a

u diagonalisable ⇐⇒ E =
⊕

λ∈Sp (u)

Eλ(u)

⇐⇒ dimE =
∑

λ∈Sp (u)

dimEλ(u)

⇐⇒ χu scindé et ∀λ ∈ Sp (u) dimEλ(u) = mλ(u)

2. On a

u diagonalisable ⇐⇒ πu scindé à racines simples
⇐⇒ ∃P ∈ K[X] scindé à racines simples et annulateur de u
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6 Séries numériques

1. Comparaison série/intégrale ;

2. Critère de d'Alembert ;

3. Critère des séries alternées ;

4. Contrôle du reste d'une série alternée.

7 Équation di�érentielle linéaire

Soient a, b dans C 0(I,K) et (t0, x0) ∈ I×K. Il existe une unique solution au problème de Cauchy®
x′ = a(t)x+ b(t) (L)

x(t0) = x0 (CI)

et celle-ci est donnée par

∀t ∈ I x(t) = eA(t)

Å
x0 +

∫ t

t0

e−A(s)b(s) ds

ã
avec A(t) =

∫ t

t0

a(s) ds

8 Trigonométrie

1. cos(p)−cos(q) = −2 sin
(p+ q

2

)
sin

(p− q

2

)
2. sin(p)−sin(q) = 2 sin

(p− q

2

)
cos

(p+ q

2

) 3. cos(t)2 =
1 + cos(2t)

2

4. sin(t)2 =
1− cos(2t)
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9 Exercice type

Déterminer

∫ x dt

cos(t)

Corrigé : On a

∫ x dt

cos(t)
=

∫ x cos(t)

1− sin(t)2
dt

On pose u = sin(t) et il vient∫ x dt

cos(t)
=

∫ sin(x) du

1− u2
=

ï
1

2
ln

∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣òsin(x)
D'où

∫ x dt

cos(t)
=

1

2
ln

∣∣∣∣1 + sin(x)

1− sin(x)

∣∣∣∣
10 Exercice type

Donner un exemple de sev non fermé dans un K-ev normé de dimension in�nie (voir cours).

11 Exercice type

Donner un exemple de partie dont la frontière est d'intérieur non vide (voir cours).

12 Questions de cours

Espaces vectoriels normés, topologie (début), graphes usuels.
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