ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°25
Dans ce qui suit, K désigne R ou C.
Exercice 1 (*)

Soit E un K-evn. Montrer que

V(z,y) € B2 lzll + llyll < llz + yll + [l = yll

Exercice 2 (*)

Soit E =%°([0;1],K), (f1,-.., fn) € E" et N: K" — R définie par

n
i=1

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que 'application N soit une norme.

1
Ve = (xq1,...,2,) € K" N(x):/
0

() dt

Exercice 3 (*)

Soit E = %¢'([0;1],R). On pose

VPEE  Ni(f) = lf0) + /Ol\f’(tﬂdt et Nalf) =21 (0)| + /01|f’(t)\ a

Montrer que N; et Ny sont des normes puis étudier leur équivalence.

Exercice 4 (*)
Soit E = %¢*([0;1],R). On pose
vieE  N(f) =IO+l

Montrer que N est une norme puis étudier 1’équivalence de N et || + ||oo-

Exercice 5 (**)

+00
Soit E = R[X]. Pour P € E avec P = > a, X", on pose
n=0

+00
Ni(P) = 3> lan|  No(P)= Sup [P(t)]  N3(P)= Max |a,|
n=0 te[0;1] neN
1. Montrer que Ny, Ny et N3 sont des normes.

2. Sont-elles équivalentes ?



Exercice 6 (**)

On pose
V9eR  R(O) = (0989 —sin 9) Y 0) EN xR S.(0) = LS R(9)*
sinf  cosf ni=o
Etudier la convergence de la suite (S,(6)),-,-
Exercice 7 (**)
Soit E = ., (K).
1. Déterminer si I'une des deux normes || - ||y et || - || vérifie I'inégalité dite de norme

d’algebre, & savoir
V(A,B)eE* [AB| < [|A]]IB]]
2. On suppose E muni d’une norme || - ||. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

V(A,B) e E*  [|AB| < CIA[|B]

Exercice 8 (**)

Soit A partie non vide de R. On définit N sur K[X] par
VP € K[X] Na(P) = Sup |P(¢)]

teA

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que N, soit une norme.

Exercice 9 (**)

Soit E = K[X]. On pose

1
VP € E 1P|l = Sup}|P(t)| et ||Plx :/ |P(¢)| dt
0

te[0;1
1. Justifier que || - ||1 et || - ||« sont des normes sur E puis les comparer.
2. Dans E muni de || - ||o, exhiber une suite bornée sans valeur d’adhérence.



