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Devoir en temps libre n°6

Probléme 1

Soit E={f € ¢'([0;1],R) | £(0) =0}. On pose
VieE  Ni(f)=Iflle  Na(f)=If+Fllo  Ns(f) =l

1. Justifier que Ny, Ny, N3 sont des normes.

2. Comparer ces normes.

Probléme 11

Soit E = .4, (C). Pour A € E, on définit le rayon spectral de A noté p(A) par

A)= M A
p(A) = Max |\

Une norme || - || sur E est dite sous-multiplicative si elle vérifie
V(A,B) € B2 [JAB| < [|A]llIB]]

On pose VA € E N(A) = Max > |a;
i€[1;n] j=1
1. Montrer que N définit une norme sous-multiplicative sur E.
2. Soit Q € GL,(C). Montrer que A — ||A|| = N(Q 'AQ) est une norme sous-multiplicative.

3. Soit A € E telle que p(A) < 1.
(a) Justifier qu’il existe P € GL,(C) telle que T = P7'AP triangulaire supérieure.
(b) Soit § > 0, A = diag(1,d,...,0"!) et T = A'TA. Montrer que T est triangulaire
supérieure et qu’on peut choisir § > 0 tel que N(T) < 1.

(c) Avec ce choix de ¢, on pose Q = PA et on munit E de la norme M — |M| =
N(Q'MQ). Montrer que ||A]| < 1 et conclure que A? —— 0.
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Probléme II1

+00

Soit E = R[X]. Pour P € E avec P = EanX" on munit E de ||-]|« définie par ||P||. = Max |a|.
On dit qu'une suite (P,,), est de C’auchy si
Ve>0 INeN V(pn)eN n>=N = |P,,—P.]<e¢

On pose Vn e N P,=1+4) —

1. Montrer que (P,), est de Cauchy.

2. Montrer que (P,), ne converge pas.



