ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°22

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (*)

Déterminer si les matrices suivantes sont diagonalisables :

100 123 100 010
A={lo0o10]), B=[023|], c=[(oo01)], D=[011
011 00 3 00 1 00 0

Corrigé : 1. Si A était diagonalisable, elle serait semblable a I3 donc égale a I3 ce qui n’est pas
le cas donc

’La matrice A n’est pas diagonalisable.‘

2. La matrice B € .#3(R) admet 3 valeurs propres distinctes donc par condition suffisante

’La matrice B est diagonalisble.‘

3.0mna Sp(C) ={0,1} avec my(C) =1, my(C) =2

0 0
1 1] = rg(C-1)=1
0 0

Puis C—13=

o O O

Le théoréme du rang donne

dimE;(C) = dimKer (C —I3) =3 —rg (C —I3) = 2 = my(C)

D’aprés le théoréme fondamental de diagonalisation, on conclut

’La matrice C est diagonalisable.‘

4. On a Sp(D) ={0,1} avec my(D) =2, m(D)=1
On a clairement rg D = 2 d’ott dim Eg(D) = dim Ker D = 1 # mg(D). On conclut

’La matrice D n’est pas diagonalisable. ‘

Exercice 2 (*)

Les matrices suivantes sont-elles trigonalisables dans .#3(R)? diagonalisables dans .#5(R)? Si
oui, préciser la matrice de passage de la base canonique vers une base de vecteurs propres.

010 00 1 1 20 0 1 1
A=(101]), B=[(201), cCc=(2 40|, D=1 2 -1
11 1 020 —4 2 5 ~1 1 2

Corrigé : Avec successivement C; < C; + Cy, on a



X -1 0 1 -1 0 1 -1 0
xa=|-1 X —1|=X+1]-1 X -1 |=X+10 X-1 -1
~1 -1 X-1 0 -1 X-1 0 -1 X-1

Ainsi xa =X+ 1)X(X-2)

La matrice A € .#53(R) admet 3 valeurs propres distinctes donc est diagonalisable et a fortiori
trigonalisable. On cherche ensuite des bases des sous-espaces propres. On a

=0
AX = 0 {y — (2,y,2) = 2(1,0,—1)
r+z=0
=0
A+1)X=0 < {“y = (2,9.2) = 2(1,~1,0)
r+y+z=0
-2 =0
(A-2I3)X =0 < { r+y — (x,y,2) =x(1,2,3)
r+y—2=0
1 1 1
Ainsi P~'AP = diag(0,—1,2) avec P=| 0 -1 2
-1 0 3
En développant selon la premiére colonne,
X 0 -1
s=]-2 X —-1|=XX2-2)-4=X>-2X-4=(X-2)(X2+2X+2)
0 -2 X

Le polynéme caractéristique xp n’est pas scindé sur R d’otu

La matrice B n’est pas trigonalisable dans .#;(RR).

On a
X-1 =2 0
xc=| 2 X—-4 0 |=X-5)[X-1)(X—-4)—-4]=X(X-5)?
4 -2 X-=5
On a (C=5I3)X=0 <= 20 —y=0 < (2,9,2) = 2(1,2,0) + 2(0,0, 1)

On a dim E;(C) = m;(C) et dim E¢(C) = m(C) (car multiplicité égale a 1) avec y¢ scindé sur
R ce qui prouve que la matrice C est diagonalisable. Puis

2y=10
CX=0 < Ty —= (z,y,2) =y(2,1,2)
—4x +2y+52=0
1 0 =2
Ainsi P~!CP = diag(5,5,0) avec P=[2 0 1
01 -2

Avec successivement C; <— C; + C3 puis Lz < L3 — Ly, on obtient

X -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
xo=|-1 X=2 1 [=X-1)0 X=-2 -1 |=X-1D]0 X=2 -1
1 -1 X-2 1 -1 X-2 0 0 X-1



dot xp =X -1)3*(X-2)

— =0
On a (D-I3)X=0 < {x f) — (x,y,2) = x(1,0,1)
y:

On en déduit dimE;(D) =1 < 2 = my(D). Comme xp est scindé sur R, on conclut

La matrice D est trigonalisable mais non diagonalisable dans .#3(RR).

Exercice 3 (*)

Montrer que la matrice J de .#,(R) constituée de 1 est diagonalisable et préciser une matrice
de passage associée.

Corrigé : Notons E=R" et UT = (1 ... 1). On a clairement rg J = 1 et Im J = Vect (U).
Par suite, on a 0 € Sp (J) et dimEy(J) = n — 1. Puis JU = nU donc n € Sp (J). Or, comme
Eo(J) et E,(J) sont en somme directe, on a

dimE > dimEy(J) ¢ E,(J) = dimE¢(J) + dimE,(J) > n—-1+1=n=dimE

Par suite Eo(J) @ E,(J) = E

Ainsi ’La matrice J est diagonalisable.‘

Clairement, la famille (U) est une base de la droite vectorielle E, (J). Puis

XeKer] <= >Yu;,=0 <= 1 => a;
i=1 i=2

Ainsi La famille (—e; + €i>ie[[2;n]] est une base de Ker J.

Par suite, une matrice de passage pour diagonaliser J est donnée par

-1 -1 1
1 0 0
P=1{
0
0 0 1 1

Variantes : (a) On a (voir exemple du cours de Réduction)

x5 = (X —=n)X*!

Par suite m,(A) =dimE,(A) et mo(A) =dimEy(A)
et xy scindé dans R[X]. On conclut que J est diagonalisable.

(b) Le calcul donne J* = nJ donc P = X(X —n) est annulateur de J et P scindé a racines simples
donc J est diagonalisable.



Exercice 4 (**)
Soit n > 2.

1. Soit A € A4, (K) avec rg A = 1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour
que A soit diagonalisable.

2. Existe-t-il une base de ., (K) formée de matrices diagonalisables ?
Corrigé : 1. Soit u € Z(K") canoniquement associé. Dans une base obtenue par complétion

0”0_1 2 ) avec = Tru = Tr A. Si Tr A = 0, alors Sp (A) = {0}

et A n’est pas nulle donc pas semblable a la matrice nulle donc pas diagonalisable (ou aussi
mo(A) =n>n—1=dimEy(A)). Si Tr A #0, on a

dimEy(A)=n—1 et dimEps(A)>1 = K'=E)(A)®Ena(A)

de Ker u, on a matgzu = (

ou aussi

mry a(A) =1 =dimEn A(A) mo(A) =n—1=dimEg(A) et ya scindé sur K[X]

Ainsi A diagonalisable <= Tr(A) # 0

Remarque : On a X" |y d’ott yp = X" }(X—Tr A). On peut conclure comme précédemment.

Variante : Il existe une colonne X de A non nulle. Toutes les autres colonnes sont colinéaires
a celle-ci d'ott A = XY avec X, Y € #,1(R). On a A = (x;y;). Puis A? = X(Y'X)Y' =
(Tr A)A. Ainsi, le polynome P = X? — (Tr A)X est annulateur de A. Comme A n’est pas une
homothétie, on en déduit que m4 = X(X —Tr A). La matrice A est diagonalisable si et seulement
si ma est scindé & racines simples d’ou

’A diagonalisable <= Tr A # O‘

2. La famille £ = (E;; + E; ), ;,, est constituée de matrices de rang 1 de trace non nulle, est
génératrice et de cardinal égal a n?. En effet, notant F = Vect (.£), on a

1
V<Z,j> c [[1, n]]2 Ej,j = §2Ej’j cF et Ei,j = (Ei,j —+ Ejvj) — EjJ' cF

ce qui prouve #,(K) C F et F C ,(K) d’ou I'égalité. D’aprés le résultat de la question
précédente, on conclut

Il existe une base de .#,,(K) formée de matrices diagonalisables.

Exercice 5 (**)

Diagonaliser la matrice A = (a;;) € #,(R) avec n > 2 et

{1 sii=1ouj=1
aij:

0 sinon
X-1 -1 ... ... -1
-1 X 0 0
Corrigé : On a XA = : 0
0
-1 0 0 X




1 n
On réalise opération Ly <+ L; + X > L et on obtient

k=2
n—1
X—-1-

< 0

—1 X—-1 0

XA = 0
: : . ) 0
—1 0 .. 0 X-1

1
- (X—1—”X )XM:(X2—X—n+1)X"2

On conclut

14+v4n —3 1 —+4n — 3 0 0)
2 b) b PR

xa=X"%3(X2-X-n+1) et A semblable a diag ( 5

Remarque : On peut préciser une base de vecteurs propres. On a

AX =0 «<— 2(31:0,2.7}2‘:0 <~ X:Z—xi(ez—ei)
) :

1= =3
d’ott une base de Eg(A). Puis, pour A # 0, il vient

ZZEZ' = )\ZL‘l
i=1
Vie[2;n] T = Az

noxq
T+ >, — = Arg
<> 1=2 A
T

(A2 = A—n+1)=0
Vie[2;n] xi:%

Pour A € Sp(A) \ {0}, les vecteurs de la forme (A, 1,...,1) constituent des bases de E\(A).
Notant Aq, Ay les valeurs propres non nulles de A et

AX =\ X «—

AX = )\X <:>{

A oA 0 .0 .0 0
1 1 1 1

-1 0 0

P= matcg,%:

0

; 0
1 1 0 0 -1

On a P_IAP = diag()\l, )\2, 0... 70)

Exercice 6 (**)

Soit E un K-ev de dimension finie et © € .Z(E) diagonalisable. On note (py)xesp () la famille de

projecteurs associés a la somme directe E= @ E,(u). Montrer
AE€Sp (u)

VA € Sp (u) pa € Klu]



Corrigé : On note (Ly)iesp(u) la famille des polynomes interpolateurs de Lagrange associée a
Sp (u). Soit A € Sp (u). On a Ly(p) = d,» pour p € Sp (u). Avec la propriété P(u)(xz) = P(p)x
pour z € E,(u), on trouve

Vo € Ey(u) La(u)(z) = La(Nz ==

o Wee Y we @ Fuw L@@= % Lawa =0
pESP (u)N{A} RESP (u){A} BESP (u)N{A}

Autrement dit La(u) = pa

On conclut VA eSp(u)  pxe Ky

Exercice 7 (**)

Soit M € ., (R) vérifiant M2 — M = I,,. Montrer que M est diagonalisable.

Corrigé : On transpose la relation d’origine et on trouve
(MT)* =M =1,
En injectant I'expression de MT = M2 — I,,, il vient
M2—1,) =M—1,=0 < M!—2M2—-M =0
Le polynome P = X* — 2X2 — X est annulateur de M. Or, on a

1+5
2

P=XX+1)X-a)(X—-p) avec a,f=

Comme P est scindé a racines simples, on conclut par théoréme que

’La matrice M est diagonalisable. ‘

Exercice 8 (**)

Soit A matrice compagne de (u,), € KY suite récurrente linéaire d’ordre p > 2. Résoudre
AX = XX avec X" = (29 ...x,_1) non nulle. En déduire la forme des sous-espaces propres de
A et une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité de A.

Corrigé : On a Uptp = Ap—1Uptp—1 + - .. + QolUp

avec a; des scalaires et ag # 0. On rappelle

o 1 0 ... O
VneN X1 = L |Xe=ax,
0 0 1
Qo . Ap—1
—A

p—1

On note P = X? — Y ;X" On a
i=0



T = )\ZEO

AX = AX = {° P {(:vo,--.,:cpl) — ao(1, A, A1)
Tp_1 = )\l'p—2 "BOP()\) =0

aoxo + . .. Qp—1Tp—1 = )\ZEp_l
On remarque en particulier que X # 0 <= x7 # 0. La derniére équation indique donc A

racine de P. Par ailleurs, les sous-espaces propres sont des droites vectorielles. Si la matrice A

est diagonalisable, alors on a dimK? = Y~ dimE,(A) = Card Sp(A) ce qui prouve que A
AESP (A)
admet p valeurs propres distinctes et la réciproque étant immeédiate, on conclut

VA e Sp(A) Ex(A) = Vect (1, A, ..., P71
A diagonalisable <= A admet p valeurs propres distinctes.

Exercice 9 (*)

Les matrices de .#5(R) suivantes sont-elles semblables :

2 1 1 00 4
A=[0 0 -2 B=(10 -8
01 3 01 5
Corrigé : On trouve xa=yxs=X-1)(X-2)?
Clairement rg(A—2) =1 = dimEy(A)=2=my(A)
Donc la matrice A est diagonalisable. Ensuite
-2 0 4
B-2l3=| 1 -2 -8
0 1 3

Les deux premiéres colonnes étant échelonnées non nulles, on a rg (B — 2I3) > 2 (donc égal a 2)
et par suite, la matrice B n’est pas diagonalisable et on conclut que

’Les matrices A et B ne sont pas semblables.‘

Exercice 10 (**)

Soit n entier non nul, ag, ... a,_; des complexes et
0o 1 0 ... 0 ao ay L an
: : Ap—1 ao Ce Ap—9
J = : - . 0 A= ap—2 0Ap-1 s o Ap—3
O ... ... 0 1
1 0 0 ay o )

1. Déterminer J* pour k € [0; n].
2. Montrer que la matrice J est diagonalisable dans .#,,(C) et préciser son spectre.
3. En déduire det A.



Corrigé : 1. On voit aisément que J* est la matrice dont les colonnes ont été permutées de
maniére cyclique k fois vers la droite. Pour le démontrer, notons M, avec o € S,, la matrice de
permutation définie par

Soit (0,7) € S2. On a
Vi, j) € [1;n]? (My x M), = l;5i,0(k)5kw(j) = io(+(3)) = dioor(j)

Soit ¢ le cycle ¢ = (n n—1 ... 1). On a J = M, et par une récurrence immeédiate

Vke[0;n]  JF=Mu

Remarque : En particulier, on a ¢" =id et J* =1,.

2. La matrice J est une matrice compagne mais simplement en développant selon la derniére
ligne, on trouve

X -1 0 ... 0

0 : »
k=0

0 Lo 1

-1 0 ... 0 X

Ainsi, la matrice J de ., (C) admet n valeurs propres distinctes et par condition suffisante, on
conclut

’La matrice J est diagonalisable.

n—1
3. On observe A= aJF
k=0

Soit P € GL,(C) telle que D = P~1JP = diag(w’,w!,...,w"" ) avec w = e n". Il vient

n—-1 n—1 n—1
P~TAP = 3" a;D* = diag (Zakwwk, e Zakw(”_l)k>
k=0 k=0 k=0

n—1n—1
On conclut det A= ] > apw™

(=0 k=0

Remarque : La matrice A est appelée matrice circulante et son déterminant est dit circulant.

Exercice 11 (**)

Soit E un K-ev de dimension n et f € Z(E) diagonalisable. Montrer que les conditions suivantes
sont, équivalentes :

1.3z eE | (z, f(x),..., " (z)) base de E;
2. les valeurs de propres de f sont simples;
3. (id, f,..., f" 1) base de K[f].



Corrigé : Soit © = > x;e;. Comme P(f)(e;) = P(\;)e; pour tout @ € [1; n] et pour tout
i=1
P € K[X], on a

VkeN  fH(z) = Szdke,
=1

Notons %, = (x, f(z),..., f"1(x)). On a

I .1’1)\1 R Il)\?il

) IQ)\Q e .I'Q)\g_l
det mat 4.2, =

Tp TpAn .. T AT

n
Par linéarité sur chaque ligne, on peut factoriser [[ x; et on trouve
i=1

det mat .2, = (ﬁ $z> ( I - /\z)>

i=1 1<i<j<n

Supposons (1). Ainsi, il existe x € E tel que

det mat ., 20 <ﬁx> < m O Ai)) £0

i=1 1<i<j<n

Le produit résultant du déterminant de Vandermonde étant non nul, il s’ensuit clairement que

les \; sont deux a deux distincts ce qui prouve (2). Supposons ensuite (2). Il suffit de choisir
n

z € E tel que det maty. 2, # 0. Le choix # = ) e; convient clairement puisqu’on a
i=1

detmatz 2, = [ (M—A;)#0

1<i<j<n
ce qui caractérise que la famille .Z, est une base de E. Comme f est diagonalisable, on a 7/
scindé a racines simples et par conséquent

les valeurs propres de f sont simples <= degm; =n

La famille (id, f, ..., f!) est une base de K[f] avec d = deg 7; et on en déduit que (3) équivaut
a degmy = n dou

Les assertions (1), (2) et (3) sont équivalentes.

Exercice 12 (**)

Soit E un K-ev de dimension finie et u,v dans .Z(E), diagonalisables et tels que uwov = v o .
Montrer qu’il existe une base de diagonalisation pour u et v.

Corrigé : Ona E= @ E,(u). Pour A € Sp (u), comme u et v commutent, alors E,(u) est
AESD (u)
stable par v. Notons vy 'endomorphisme induit par v sur Ey(u). On a v, diagonalisable car
induit par un endomorphisme diagonalisable sur un sous-espace stable. Ainsi, on peut trouver
A, une base de E,(u) qui soit base de diagonalisation de vy. Mais cette base est également
constituée de vecteurs propres de u (associés a ). Ainsi, en concaténant & = |4 %, on
AESD (u)

obtient une base de diagonalisation simultanée de u et v et on conclut

’Il existe une base de diagonalisation pour u et v.

9



Exercice 13 (**)

Soit E un R-ev de dimension finie et u,v dans Z(E) diagonalisables tels que u
que u = v.

5 — 5. Montrer

Corrigé : AvecP = Y VAL, ot (Lx)aesp (us) désigne la famille des polynomes interpolateurs
AeSp (u®)
de Lagrange associée a Sp (u®). On a donc

YA eSp () P\ =V
Dans % une base de diagonalisation de u, on a matgzu® = diag,cg, (u)(A5ImA) puis
matzP(u?) = diagycgp (1) (Mlm, ) = matgu
d’ott u = P(u°). De méme, on a v = P(v°) et comme u® = v°, on conclut

uUu=7uv

10



