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Corrigé du devoir en temps libre n°6

Probléme 1

1. L’application N; est une norme (étudiée en cours). Les applications Ny et N3 vérifient sans
difficulté 'homogénéité et 1'inégalité triangulaire. Détaillons la séparation. Pour f € E, on a

No(f)=0 <= f+f=0<«= feVect(t—e™) et f0)=0<«= f=0

puis N3(f) =0 < f/=0 et f(0)=0<«<= f=0

Ainsi ’Les applications Ny, Ny et N3 sont des normes.‘

2. Pour n entier, on pose f, :t+—t". On a
Vn S N Nl(fn) =1 N3<fn) =N

ce qui prouve que Ny et N3 ne sont pas équivalentes. Soit f € E. On a

el =50+ F(s) ds = / F(s) ds

Dot vie[0:1] 170 < 1l / ds < Ny(f)

Et par conséquent Il flloo < N3(f)
Par inégalité triangulaire, il vient

No(f) < 1 flloe + [1flloe < 2N3(f)

Posons ensuite g = f 4 f’. Par variation de la constante, on trouve

Vte[0;1] f(t):/og(s)eStds

t
d'on Ve 051 A0 < Dl [ o ds < gl = Natf)
0
Ainsi, par inégalité triangulaire, on obtient

N3(f) = llg = fllse < lglloc + [ flloo < 2N2(f)

Par transitivité, on conclut

Les normes N, et N3 sont équivalentes mais N; n’est équivalente & aucune autre.

Remarque : On a établi en particulier N; < N3 < 2N, ce qui prouve que les normes Ny et Nj
sont plus fines que Nj.



Probléme 11

1. Soit A € E. On remarque
N(A) = || (H(ai,la cee 7ai,n>‘|1)1gign ||<>0

avec les normes classiques || - ||1, || - ||oo sur K™. Les propriétés d’homogénéité, de séparation et
d’inégalité triangulaire en résultent. Soient A et B dans E. Pour i € [1; n], on a

n n n n n
[(AB)ijl = >0 | 2o aikbes| < 2220 laik! [bxl

j=1 i=1 k=1 j=1k=1

puis 523 laakl gl = 32 (laskl 32 bl ) < 3 lair N(B) < N(A)N(B)
j=1lk=1 k=1 j=1 k=1
——
<N(B)

On conclut ’L’application N est une norme sous-multiplicative sur E. ‘
2. L’homogénéité et I'inégalité triangulaire pour || - || résultent directement des propriétés de
la norme N. Pour A € E, si ||A]| = 0, alors la matrice A est semblable a la matrice nulle par

séparation de N et c¢’est donc la matrice nulle. Pour A, B dans E, il vient d’aprés le caractére
sous-multiplicatif de N :

[AB] = N(Q'AQQ™'BQ) < N(QT'AQ)N(Q™'BQ) = [|A[l||B]|

On conclut L’application || - || est une norme sous-multiplicative sur E.

3.(a) Le polynéme xa est scindé dans C[X] d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss. Ainsi

1l existe P € GL,(C) telle que T = P'AP est triangulaire supérieure.

3.(b) Les matrices A et A™! = diag(1,07%,...,6'™") sont diagonales donc triangulaires su-
périeures. Or, I'ensemble des matrices triangulaires supérieures est stable par produit et par
conséquent

La matrice T = A~'TA est triangulaire supérieure.

On a
u k—1 L k—1 —1
TA=1| > tijEi <Z5 - Ekk) = D> 20 BBy = > 0B
1<i<j<n k=1 1<i<j<nk=1 M I<igj<n
=0, kEi K
puis
1 Nk i1 ik i
ATTA = <Z5 - Ekk) Yo THE = Y Y0 TR BB = YD 0T B
k=1 1<i<j<n 1<i<j<nk=1 —— 1IKi<<n

=6k, Bk ;

Les matrices A et T sont semblables d’ott p(A) = p(T) < 1. Pour (i,5) € [1; n]? avec i < j, on
a

Tij=0""; 0
Par suite, pour ¢ € [1; n], on trouve pour § — 0

Zl = [tig| + Do 07 |tis] < p(T) 4+ o(1)
]:

j=i+1

Tij




n

Comme p(T) < 1, pour tout ¢ € [1; n], on peut choisir § assez petit pour avoir »

’/fz,j <let

comme il n’y a qu’un nombre fini de termes a controler, on conclut

On peut choisir § > 0 pour avoir N(T) < 1.

3.(c) Ona  |JA| = N(Q'AQ) = N(A~'P~'APA) = N(A~'TA) = N(T) < 1

Comme la norme || - || est sous-multiplicative, on montre par récurrence immédiate ||AP|| < ||Al/?
et [|A][? —— 0. On conclut
p—+00

A <1 et AP ——0

p—+00

Probléme II1

+00

Soit E = R[X]. Pour P € E avec P = ZanX” on munit E de ||| définie par ||P||s = Max |y

On dit qu’une suite (P,), est de C’auchy si
Ve>0 3INeN VY(pn)eN n=2N = |P,,—P,f<e

n Xk?
On pose VneN P,=14) —
=1 k
1. Montrer que (P,), est de Cauchy.
2. Montrer que (P,), ne converge pas.
1. Soient n entier non nul et p entier. On a
n-+p Xk 1
1Py = Pull =1l 2 -l = =o(1)

k=n+1

Pour € > 0, il existe donc un seuil N entier tel que pour n > N et p entier, on ait ||P,,4, — P, <
c’est-a-dire

La suite (P,,), est de Cauchy.

2. Supposons (P,,), convergente. Il existe alors P € E tel que P, —— P. Notons p = degP.

n—oo
Soit n entier. On note a4 le coefficient de degré k de P,, — P. 1l vient
1
Vn > 1 - P M =
nzp+ IPn =PI} > Max |ay| = P

Ceci contredit ||P,, — P|| —— 0 et on conclut
n—oo

La suite de Cauchy (P,,),, ne converge pas.

Remarque : Un espace dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit complet (il n’est pas
« troué »). Ici, 'espace R[X] n’est pas complet. Un espace vectoriel complet est appelé espace de
Banach.



