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Feuille d’exercices n°32

Exercice 1 (**%*)
Soit f: R — Ret I'y = {(z, f(z)),z € R} son graphe.
1. Montrer que si f est continue, alors I'; est fermé.

2. Montrer que si f est bornée et I'y fermé, alors f est continue.

3. Le résultat précédent a-t-il lieu sans 'hypothése f bornée?

Exercice 2 (***)

Soit f :]0;1] — R uniformément continue. Montrer que f admet un prolongement par conti-
nuité en 0.

Exercice 3 (***)

Soit, (uy,), suite réelle bornée telle que u,, + ln+1 = G AVEC ay —— a. Montrer que (uy)n
n—oo

converge et déterminer sa limite.

Exercice 4 (***)

Soit E un K-evn et F un sev de dimension finie de E. Montrer

VeeE 3JyeF | dz,F)=|z—y

Exercice 5 (***)
Soit E un evn, X une partie compacte non vide de E et f : X — X telle que
V(r,y) € X* avec x#£y |f(x)— fWI <z -yl

1. Montrer que f admet un unique point fixe a (considérer In}f{ |z — f(x)|]).
re

2. Soit (uy,), définie par vy € X et up11 = f(uy).
Montrer que (u,,), converge vers a.

Exercice 6 (***)

Soit E un K-evn, K un compact convexe non vide et f : K — K une application 1-lipschitzienne.
Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 7 (***)
Soit f € € (R, R). Montrer qu’il y a équivalence entre
1. L’'image réciproque par f de tout compact de R est un compact de R.

2. lim |f(z)] = lim [f(z)]=+o0



Exercice 8 (***)

1. Soit z € U. Montrer que 1 est valeur d’adhérence de la suite (2"),,.

p
2. Soit (#,...,2,) € UP. Montrer que p est valeur d’adhérence de la suite (24?) )

Exercice 9 (***)

Soit E un K-ev normé de dimension finie et U un ouvert de E. Montrer que U peut s’écrire
comme une union croissante de compacts.

Exercice 10 (***)

Montrer que GL,(C) est connexe par arcs.

Exercice 11 (***)

Soit E un K-evn de dimension finie et f € € (E,R) telle que f(x) ——— +00. Montrer que f

||| —+o0
admet un minimum global.

Exercice 12 (**%*)

Soit E un K-evn, K un compact convexe non vide et u € Z.(E) tel que u(K) C K. On note
C = (id —u)(K) puis on pose

1n=1
Vn € N* Uy =~y uf et x,=(id —u)ou,(a) avec a€K
N k=0

1. Montrer que C est un compact.

2. Montrer que (z,), € CY puis 2, — 0.

n—oo

3. En déduire que u admet un point fixe dans K.

Exercice 13 (**%*)
Soit E un K-evn.

1. Soit (x,), suite a valeurs dans E pour laquelle il existe ¢ > 0 tel que
V(n,p) € N? n#p = |, —x) =€

Montrer que (z,), n’admet aucune sous-suite convergente.

2. Soit K un compact de E. Montrer que pour tout € > 0, il existe un entier p non nul et
zi,...,T, dans E tels que

K C LPJ B(l’l, 6)

=1

Exercice 14 (***%*)

Soit E un K-evn. Montrer que si la sphére unité S(0,1) est compacte, alors E est de dimension
finie.



