ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°36

Exercice 1 (**)
Soit n entier non nul, x € [0;1] et f(¢) = (ze® + 1 — x)™ pour tout ¢ réel.

1. Déterminer le développement limité de f en zéro a 'ordre deux.
2. En déduire Y k(})a"(1 —a)" et SOK2(})at (1 —a)"h.
k=0 k=0
Corrigé : 1. Avec le développement de exp a ordre 2, il vient

n

t2
On pose u = xt + IE +0(t?). On a u — 0 pour t — 0. Avec le développement usuel

—1
(I+u)"=14nu+ n(nT)uz + o(u?)
t?
On obtient f(t) =1+ nxt + (nx+n(n — 1)z?) 5+ o(t?)

2. Un développement du bindme donne

WER  f(t) = 3 (7)a(l — z) ekt

k=0

La fonction f est de classe > comme composée de telles fonctions et par dérivation

V(p,t) e Nx R fP(t) = Zn: (L)ah(1 — z)FEpekt
k=0

En particulier  f/(0) = Y k(})a*(1 — x)"* f1(0) = Sk (3)ak (1 —a)F
k=0 k=0
D’aprés le théoréme de Taylor-Young, on a
_ / f"(0) 5 2
f(#) = f(0) + f(0)t + == —t* + o(t")

Par unicité du développement limité, on obtient

n

k;)k;(g)xk(l —x)" P =nzr et f(0)= ékz (1)a* (1 —2)"* = ne + n(n — 1)2?

Exercice 2 (**)

! 1. (k
Déterminer lim ] {1 +—f (—)} avec fe%([0;1],R,)
n—+oo k=1 n n
. n 1. (k
Corrigé : On pose Vn € N* P,=11 <1 +—f (—))
k=1 n n



n 1 k
On a lnP”_kX::lln<1+ﬁf<ﬁ>)

D’apreés I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a

w2
Yu >0 |ln(1+u)—u|<?
n 1.(k 1.(k
On pose Vn € N* Z[ <1+ f(—))——f(—)}
=1 n’ \n n’ \n
On a VneN A< — if?( ) < MFlle _ o)
" 2n2 = 2n
o w155 (5) vty
ar suite n =l 0

D’aprés le théoréme de convergence des sommes de Riemann et la continuité de 'exponentielle,

on conclut
(e 0) ([0

Exercice 3 (***)

Etant donné une courbe plane paramétrée par f : I — R? de classe €', en un point f(a) avec
a € 1 dit régulier c’est-a-dire tel que f'(a) # Ogz, la tangente a la courbe en ce point est la droite
passant par f(a) de vecteur directeur f’(a).

2 2
x

Soit &€ Pellipse d’équation — + ?2—2 =1 avec a > b > 0 et soient A et A’ deux points de &
a

symétriques par rapport a O. La tangente a £ en un point M coupe les tangentes 4 € en A et A’
respectivement en les points P et P’. On note f(t) = (acost,bsint) pour t réel un paramétrage
de £.

—
1. Notant ¢ le paramétre de A, justifier que AP = Af'(ty) avec A que 1'on déterminera en
fonction de ty et t le paramétre de M.
2. Montrer que AP x A’P’ ne dépend pas du choix de M sur £.

Corrigé : 1. Comme f est de classe €' et que f’ ne s’annule pas, l'ellipse £ est une courbe
réguliere.



M

A/

™

T
FIGURE 1 — Tangentes a l'ellipse

La tangente en A de parameétre t, est dirigée par f’(¢9) et comme A et P sont sur cette tangente,
—
on a AP = Af'(tp) avec A un réel. Par ailleurs, on a (MP, > lice d’otu

det (ﬁ,f'(t)) =0 <= det (ﬂ+ AP, f'(t ))

= det (MA, /(1)) + Adet( /(1) /(1)) = 0

avec

det(f(to), J'(1)) =

—asinty —asint
bcosty  bcost

a(costy — cost) —asint
a(sinty —sint)  bcosty

det (M, f'(1)) =

1— t—1t
On en déduit = ,COS( 0)
sin(t — to)
2. D’apreés ce qui précéde, on a
— 1 —cos(t—t
AP = cos( O>(—asint0,bcosto)

sin(t — to)
En remplacant tg par to + 7, on passe de A & A’ et de P 4 P’ d’oul
1+ cos(t — to)
—sin(t — to)
Enfin, comme les tangentes en A et A’ sont paralléles puisque (f'(¢o), f'(to + 7)) liée, on a
1 — cos®(t — to)
sin?(t — tg)

s
AP =

(asinty, —bcosty)

AP x A'P' = ‘<AP A'P’ > (a2 sin? ty + b? cos? to)

Ainsi AP x A’P’ = a?sin?to + b? cos? ¢

Exercice 4 (***)
Soit f € €2([0;1],E) avec E un K-ev de dimension finie. On suppose
fO)=f(0)=f(1)=0 et [fD]=1



Montrer | oo = 4

Corrigé : Par inégalité de Taylor-Lagrange, on a
1 Ll 1
- _ _ - < - " .
17 (5) — 10) ~ rozl < g
17 (3) — 1+ gl <
2 2 T8l I

Foi 17 (5) 1417 (5) - £l < 1571

et par inégalité triangulaire

=<7 (5) 1407 (5) - 70 < 3177l

Ainsi 17"l > 4

Exercice 5 (***)

Soit E un K-evn de dimension finie, f : R — E dérivable en zéro telle que f(0) = 0.

n k
Montrer que > f (—2> admet une limite pour n — +o0 et la déterminer.
k=1 \T

Corrigé : Soit n entier non nul. D’aprés le théoréme de Taylor-Young, on a

f(@) = F(0) + f(0)x + ofz) = f/(0) +o(a)
don 21 () =105+ 5o (35)

La somme des o est difficile & controler puisque ces o dépendent a priori a la fois de k et de n.
Pour éviter cette difficulté, on écrit

flz) = f'(0)x + ze(xz) avec e(x) —> 0

z—0

Ainsi S (%) = ot e L (5)

2n =n?

(%)

Et comme e(x) — 0, on a ||¢]| [0:2] T 0. Par suite, on obtient
z—0 ’ ‘n n—o00

On a Vke[l;n] Sl foia]

1 (2) = O < el oy S5t = o1 x O(1) =o(1)

k=1 2n
n o (K f'(0)
On conclut kglf <ﬁ> — 5




Exercice 6 (***)

Soit E un K-ev normé de dimension finie et f € % (E,E). On suppose qu'’il existe k € [0;1]
telle que

V(z,y) € B2 [l (x) = AWl < Kllw —yll

Montrer que f admet un unique point fixe.

Corrigé : Soit a € E. On définit la suite (x,), a valeurs dans E par
ro=a et VneN Tnt1 = f(zn)
Alors, pour n entier non nul, on a
l22(01) = Z2ull = 112 (220) — f2(@200-1) | < kllw2n — @20y
Par récurrence immeédiate, on obtient
Vne N [[za41) — Zonl| < K[|z — 20

On en déduit la convergence absolue et donc la convergence de la série téléscopique [lfz(nﬂ) — xgn]

ce qui prouve la convergence de la suite (xa,),. Ainsi, il existe a € E tel que x5, —— . De
n—oo
la méme maniére, on établit qu’il existe 3 € E tel que x2,,.1 — 3. L’application f? est
n—oo

k-lipschitzienne donc continue et par conséquent

Toni1) = 2 (@2n) P fla) et xypmi1) — @

n—oo
Par unicité de la limite, il ’ensuit o = f?(«) et de méme 8 = f2(3). On a
lov = Bl = [1f*(r) = f2B)| < Kl = B
d’ou [ja — B|| = 0 et on en déduit z,, —— «a. Puis, en observant f3(a) = f(f?*(a)) = f(a), il

. n—oo
vient

la = fla)ll = [1£*(@) = ()l < Kl = fa)]

d’ou || — f(«)|| = 0 ce qui prouve que « est point fixe de la suite (z,),. Enfin, soit v € E point
fixe de f. 1l est a fortiori point fixe de f? d’ou

lae = Al = 11£% (@) = PN < klla =]

ce qui prouve || — || = 0. On conclut

’La fonction f admet un unique point fixe. ‘

Exercice 7 (***%*)

n n 1
On pose VneN*  P,=][X—-k) et Vzxe]0;1] folz) =3
k=0 i—or — k

1. Montrer que pour tout n entier non nul, le polynéme P/, admet une unique racine x,, sur
JO;1[.

2. Pour n entier non nul, préciser la valeur de f,(z,).

1 1 n-1]

Tn 1 — Tn k=1 k

3. Etablir Vn € N* Z

wl»—*

4. En déduire un équivalent simple de x,, pour n — +oc.



. 1
5. Etablir Yu € {0 ; 5} In(1 — u) + u| < 2u?

6. En déduire un équivalent simple de |P,,(x,)| pour n — +o0.

Corrigé : 1. Soit n entier non nul. Pour k € [0; n — 1], d’aprés le théoréme de Rolle appliqué
a x — P,(x) fonction de classe €' (polynomiale), il existe oy, € | k;k + 1] tel que P/ (ay) = 0.
Ainsiiona0<ayp<1l<ay <...<a,1 <ndonc P/ de degré n admet n racines distinctes ce
qui prouve que P’ est scindé a racines simples et notant u,, = ap, on conclut

Pour n € N*, le polynome P/ admet une unique racine z,, € |0;1].

2. Soit n entier non nul. Comme P,, est scindé & racines simples, on dispose de la décomposition
en éléments simples

p’ noo ]
_:Z—
P i—oX — k
P’ (x,
Ainsi Vn € N* folzn) = PZE;; =0
3. Soit n entier non nul. On a
fo(zy) =0 — ! znj ! 0 — ! 1
n\Tn) = — - - - =
Tn ok — Tn ik —xn
Comme on a u, € |0;1], on en déduit
1 1 1
L; 7 5; 27
Vke[l;n] Ay — et Vke[2;n] o Sho
no1 1 1 n=1l]
D’ou Vn € N* -< — -
ol n € k;k - 1_In+kz::1k

n

n
4. Par comparaison série/intégrale, on montre » . — ~ Inn d'ot Y — —— +00 et par com-

. . ) 1
paraison, il s’ensuit que — —— +o00 d’ou x, —— 0. Par conséquent, en observant que

T, N0 n—00
1
= o(Inn), on obtient

1—2,

1

— =Inn+o(lnn)

Tn

1
D7Oﬂ aj‘n ~ —_—
n—+co Inn

5. D’aprés 'inégalité de Taylor-Lagrange, on a
1 y lu — 0
(1—1)2 2

1
VUE[OG} In(1 —u) +u| < Sup

tG[O;%]

1
Ainsi Yu € {O ; 5} In(1 — u) + u| < 2u?

1
6. Comme z,, —— 0, on a z,, € [O; 5} pour n assez grand puis

n—oo



n

P (2,)] = p kl;[l(k: — Z,) = x,n! ﬁ (1 — ﬁ)
Puis

e k
VEe[l;n] —%— iégln(l—%)é—x—;va—é
Aprés sommation, on obtient
_xné% — iné% <In k]ill (1 — %) < —xné% + Qx%é%
Avec kz:— N Inn et k:% =

n

n 1] (1 _ %) 1

n—oo
On conclut

n!
[Py ()]

Y
n—+oo € ln n




