ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°25

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (*)
Soit E un K-evn. Montrer que

V(z,y) € B2 lzll + llyll < llz +yll + [l = yll

x x — x
Corrigé : Pour (z,y) € E? on écrit z = ;Ly + 5 Y puis y = - et d’aprés

Iinégalité triangulaire, on obtient

Viz,y) €2 lzll+ llyll < ll= + yll + llz = yll

Exercice 2 (*)

Soit E =%¢°([0;1],K), (f1,...,fn) € E" et N: K" — R définie par

n
sz’fi
i=1

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que 'application N soit une norme.

Yz = (z1,...,a) € K N(g;):/o1 (t) dt

Corrigé : L’homogénéité et 'inégalité triangulaires ne présentent pas de difficultés. Puis, pour
r € K" on a

N(z) = 0 /1 Swfil () dt =0 — Ve [0:1]  |Safi| () =0
0 |i=1 i=1

n
car la fonction |> x;f;| est continue positive. Ainsi

=1
i=1
et on sait <infi:O:>w:O) < (f1,..., fn) libre
i=1
On conclut
L’application N est une norme si et seulement (fi,..., f,) est une famille libre.

Exercice 3 (*)

Soit E = %¢*([0;1],R). On pose

VIEE  Ni(f) = F0)] + / POl et Ny(f) = 21£(0)] + / ()] dt

Montrer que N; et Ny sont des normes puis étudier leur équivalence.

Corrigé : L’homogénéité et 'inégalité triangulaire s’obtiennent sans difficulté pour N; et Ns.
Pour f € E, on a



F(0)]=0 _
|()| {f(())_() — -0

Nl(f):0<:> /Ollf/(t”dtzo ﬁ/ f/IO

|f'| continue, positive
d’ou la séparation de N; et on procéde de méme pour Ns. Puis, pour f € E, on a
1 9 )

Ny(f) < 21£(0)] + / (0] df = Na(f)

ot Na(f) < 21£(0)] +2 / ()] dt = 2N, (1)

On conclut ’Les normes N; et Ny sont équivalentes. ‘

Remarque : Les constantes sont optimales : avec u : t — ¢, on a Ny(u) = Nj(u) et avec
v:t— 1, ona No(v) =2N;(v).

Exercice 4 (*)

Soit E = ¢*([0;1],R). On pose
vieE  N(f)=I[fO)]+[f

Montrer que N est une norme puis étudier 1’équivalence de N et || + ||oo-

Corrigé : L’application || - ||o étant une norme sur €°([0;1],R), il en découle sans difficulté
que N est une norme. Pour f € Eett €[0;1], 0n a

= f(0 '(s)d
10 = 10 + [ £15)ds
d’ou par inégalité triangulaire
[fO] < [£(0)] +/ f'(s)] ds < [f(O) + t]1f |
" <[ Nloo

et par suite [ flloe < N(f)

En revanche, la norme |- || n’est pas plus fine que la norme N. Pour n entier, posant f, : t — t",
on trouve

N(fn>:1+n et “fn”oo:l

N
Dou (/n) — +00
[fnlloe m—ro0
Ainsi Les normes N et|| - || ne sont pas équivalentes.

Exercice 5 (**)

+00
Soit E = R[X]. Pour P € E avec P = > a,X", on pose
n=0
+00
NiP) = X Janl  Na(P)= Sup [P(H)]  Ng(P) = Max |a|
n=0 te[0;1] neN



1. Montrer que Ny, Ny et N3 sont des normes.

2. Sont-elles équivalentes ?

Corrigé : 1. On vérifie sans difficulté que Ny et N3 sont des normes. Pour P € E, on observe
N3(P) = ||P||e avec la norme infinie appliquée a la fonction polynomiale ¢ — P(¢). On en déduit
’homogénéité et 'inégalité triangulaire de Ny. Si No(P) =0, on a P(¢) = 0 pour tout ¢ € [0;1]
d’oul une infinité de racines pour P et par conséquent P = 0. On conclut

’Les applications Ny, Ny et N3 sont des normes.‘

n
2. Avec P, = S_X* pour n entier, on trouve
k=0

Ny(P,)=n+1 Nyo(P,) =n—+1 N;(P,) =1
Ainsi, les normes N; et N3 ne sont pas équivalentes et de méme pour Ny et N3. Avec Q, =

(X—=1)" = > (})(=1)""*X* pour n entier, on trouve

Nl(Qn) = Z(T;) = 2" N2(Qn) = Sup (1 - t)n =1

i=0 te[0;1]

On conclut ’Les normes Ny, Ny et N3 ne sont pas équivalentes entre elles.‘

Remarque : On a clairement N3 < Nj.

Exercice 6 (**)

On pose

cosf@ —sinf

Vo eR R(0) = <sin9 cos

1n=1
) V(n,0) e N* xR  S,(0) = EZR(Q)’“
k=0
Etudier la convergence de la suite (S,(6)),,-,-

Corrigé : Soit 0 réel avec 6 ¢ 277Z. La matrice R(f) est une matrice de rotation. Ainsi, on a
R(0)* = R(k0) pour tout k entier. Pour n entier non nul, il vient par téléscopage

1 1
(I = R(0))Sa(0) = — (I = R(9)") = — (I — R(nd))
Comme I, — R(#) € GLy(R) et que les coefficients de R(n#) sont bornés, on trouve

1
Sn(0) = (I, — R(@))’lﬁ(lg —R(nf)) —— 0
Ainsi Vo ¢ 217 Sp(f) —— 0 et VO € 27Z Sp(0) =15
n—oo

Variante : Soit 0 réel. La matrice R(6) est une matrice de rotation. Ainsi, on a R(6)* = R(k0)
pour tout k entier. Par suite, pour n entier non nul

1! fcos(kB) —sin(k6)
Sn(0) = Ekgo (sin(ké’) cos(kb) )

Pour 0 ¢ 277, on a

1n=1 11 _einG 1n—=1 9
—Sell = — - = =y e*< 7 > 0
ni=o nl—el s n|l —e?| noco



Comme |Re z| < |z| et |Im z| < |z| pour tout z € C, il s’ensuit que S, () —— 0. Pour 6 € 277,

n—oo
on a R(A) = I, et on conclut

VO ¢ 277 Su(0) —— 0 et VOE2mZ  S,(0) =1,

n—oo

Exercice 7 (**)
Soit E = ., (K).

1. Déterminer si I'une des deux normes || - ||; et || - ||oo vérifie I'inégalité dite de norme
d’algebre, & savoir

V(A,B)eE* [AB| < [|A]]IB]]
2. On suppose E muni d’une norme || - ||. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que
V(A,B) € B2 [|AB| < CJIAJl[IB]]
Corrigé : 1. Soit (A,B) € E% On a

n
[AB], = > airbei| < 20 aikl el < Y0 faig] bl
1<ij<n | k=1 1<, jk<n 1<i,j lyb<n
d’oti V(A,B) e E*  ||ABJ: < |AllL]IB]x

Pour n > 2, considérant J la matrice constituée de 1, on a J?> = nJ et par suite

19%]loc = nl[J]loe =1 > 1 = [IJ]IZ,

2. L’espace E étant de dimension finie, les normes sont équivalentes. Il existe «, 5 > 0 tel que
al [l < Il < Bl llr- Ainsi

V(A,B) e B2 [|AB| < BlIAB[l < BlIA[1[B]lx <

B
2 lIAlIBY

Exercice 8 (**)

Soit A partie non vide de R. On définit N sur K[X] par
VP e K[X] Na(P) = Sup |P(¢)]
teA

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que N, soit une norme.

Corrigé : 1l faut d’abord que I’ensemble {|P(¢)|,t € A} admette une borne supérieure finie.
Si A est non bornée, comme |P(¢)] —— +00 pour P non constant, alors la borne supérieure
—00

est infinie. Si A est bornée, la fonction ¢ — |P(¢)| continue I'est aussi sur A d’ou l'existence
d’une borne supérieure finie. L’homogénéité et 'inégalité triangulaire découlent des propriétés
de || - ||co.a. Si A est une partie finie, alors P = [[ (X — a) est non nul avec N5 (P) = 0. II faut

a€A
donc que A soit infinie. Si A est infinie, pour P tel que N5 (P) = 0, il vient P(a) = 0 pour tout

a € A d’ou une infinité de racines pour P ce qui prouve P = 0 et donc la séparation. On conclut

’L’application N, est une norme si et seulement la partie non vide A est infinie et bornée.




Exercice 9 (**)

Soit E = K[X]. On pose

1
WPeE  |IPle= Sup [P(t)] et ||P||1=/ (1)) dt
0

te[0;1]
1. Justifier que || - ||y et || - [ sont des normes sur E puis les comparer.
2. Dans E muni de || - ||oo, exhiber une suite bornée sans valeur d’adhérence.
Corrigé : 1. Les normes || - ||; et || - ||« sont les normes usuelles appliquées aux fonctions

polynomiales. L’homogénéité et I'inégalité triangulaire en découlent. Pour P € E, si ||P||, = 0,
on a P(t) = 0 pour tout ¢t € [0;1] d’ou une infinité racines pour P et par conséquent P = 0.
Si |P||; = 0, par séparation de I'intégrale avec la fonction ¢ — |P(¢)| continue positive, il vient
P(t) = 0 pour tout ¢ € [0;1] et on conclut comme précédemment. Ainsi

Les applications || - ||« €t || - ||; sont des normes sur E.

2. On pose P,, = X" pour n entier. On a ||P,||« = 1 pour tout n entier. Supposons qu’il existe

[HIES

¢ extractrice telle que P,y —— P avec P € E. On remarque

n—00
vQeE  [Qlh < lQll

On en déduit P, & P. Or, on a

n—o0

1
1
vneN  [Puli= [ =
0 n+1

ce qui prouve P, My, L’unique valeur d’adhérence de la suite (P,,), pour la norme || - ||; est
n—oo

donc P = 0 d’ou, pour n entier
[Py — Pllec = [IPpm)lloc =1

) M P. On conclut

n—oo

ce qui contredit P,

La suite (X"),, est bornée, sans valeur d’adhérence dans (E, || - ||«)-




