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Feuille d'exercices n°26

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (**)

Soit E = Mn(C) avec n ⩾ 2. Existe-t-il une norme ∥ · ∥ sur E invariante par conjugaison,
c'est-à-dire telle que

∀(A,P) ∈ E×GLn(C) ∥A∥ = ∥P−1AP∥

Corrigé : Soit A = E1,n et u ∈ L (Cn) canoniquement associé à A. On note C = (e1, . . . , en) la
base canonique de Cn. On a u(en) = e1 = 2e1/2. En considérant la base B = (e1/2, e2, . . . , en),
on trouve matBu = 2A ce qui prouve A semblable à 2A puis ∥A∥ = ∥2A∥ = 2∥A∥ ce qui est
absurde d'où

Il n'existe pas de norme sur E invariante par conjugaison.

Variante : On peut procéder directement matriciellement. Considérant A = E1,n puis P =
diag(1/2, 1, . . . , 1), on trouve P−1AP = 2A et on conclut comme précédemment.

Exercice 2 (**)

Soit E = C 1([ 0 ; 1 ] ,R). On dé�nit l'application N sur E par

∀f ∈ E N(f) =

 
f(0)2 +

∫ 1

0

f ′(t)2 dt

Montrer que N est une norme puis la comparer à ∥ · ∥∞.

Corrigé : L'application N est la norme euclidienne associée à (f, g) 7→ f(0)g(0)+

∫ 1

0

f ′(t)g′(t)dt.

On véri�e sans di�culté qu'il s'agit d'un produit scalaire. Ainsi

L'application N est une norme sur E.

Soit n entier. Pour fn(t) = tn avec t ∈ [ 0 ; 1 ], on a

∥fn∥∞ = 1 N(fn) =

 ∫ 1

0

n2t2n−2 dt =
n√

2n− 1

Ainsi Les normes N et ∥ · ∥∞ ne sont pas équivalentes.

Soit f ∈ E et x ∈ [ 0 ; 1 ]. On a f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t) dt d'où

|f(x)| ⩽ |f(0)|+
∫ x

0

|f ′(t)| dt ⩽ |f(0)|+
∫ 1

0

|f ′(t)| dt

Avec l'inégalité (a+ b)2 ⩽ 2(a2 + b2) pour a, b réels, on trouve

|f(x)|2 ⩽ 2

(
f(0)2 +

Ç∫ 1

0

|f ′(t)| dt
å2
)
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D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Ç∫ 1

0

|f ′(t)| dt
å2

⩽
∫ 1

0

f ′(t)2 dt et on conclut

∀f ∈ E ∥f∥∞ ⩽
√
2N(f)

Remarques : (a) La constante est optimale. Pour f : t 7→ t + 1, on trouve ∥f∥∞ = 2 et
N(f) =

√
2.

(b) On peut avoir l'intuition que N est plus �ne que ∥ · ∥∞ : le contrôle de la position initiale

et de l'� énergie � de la fonction f avec le terme
∫ 1

0

f ′(t)2 dt contraint les valeurs prises par la

fonction et donc sa norme in�nie.

Exercice 3 (**)

Soient N1,N2 deux normes sur E un K-ev.

1. On suppose que les boules unités fermées pour les deux normes sont égales. Montrer
N1 = N2.

2. Montrer que le résultat vaut encore s'il s'agit des boules unités ouvertes.

Corrigé : 1. On note Bf,N1 et Bf,N2 les boules unités fermées respectivement pour les normes
N1 et N2. Soit x ∈ E∖ {0E}. Comme on a en particulier Bf,N1 ⊂ Bf,N2 , il s'ensuit

N2

Å
x

N1(x)

ã
⩽ 1

d'où N2(x) ⩽ N1(x)

Par symétrie des rôles, l'autre inégalité s'en déduit et l'égalité a trivialement lieu pour x = 0E
d'où

N1 = N2

2. On note BN1 et BN2 les boules unités ouvertes respectivement pour les normes N1 et N2. Soit
x ∈ E∖ {0E} et n entier non nul. Comme on a en particulier BN1 ⊂ BN2 , il s'ensuit

N2

Å
x

N1(x) + 1/n

ã
< 1

d'où ∀n ∈ N∗ N2(x) < N1(x) +
1

n

Par passage à la limite, on en déduit l'inégalité large N2(x) ⩽ N1(x) et on conclut donc comme
précédemment que

N1 = N2

Exercice 4 (**)

Soit E = Mn(R). On dé�nit la norme de Frobenius par ∥A∥F =
√
Tr (A⊤A) pour A ∈ E.

Montrer que ∥ · ∥F est une norme et qu'elle véri�e

∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥F ⩽ ∥A∥F∥B∥F
Corrigé : Pour A =

(
ai,j
)
1⩽i,j⩽n

∈ E, on trouve

∥A∥F =
… ∑

1⩽i,j⩽n

a2i,j = ∥A∥2
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La norme de Frobenius est donc la norme ∥ · ∥2 et par conséquent

La norme de Frobenius est une norme.

Soit (A,B) ∈ E2 et C = AB. On a ∥C∥2F =
∑

1⩽i,j⩽n

c2i,j. Par dé�nition du produit matriciel et

inégalité de Cauchy-Schwarz dans Rn, il vient

∀(i, j) ∈ [[ 1 ; n ]]2 c2i,j =

Å
n∑

k=1

ai,kbk,j

ã2
⩽
Å

n∑
k=1

a2i,k

ãÅ
n∑

k=1

b2k,j

ã
Ainsi ∥C∥2F ⩽

∑
1⩽i,j⩽n

ïÅ
n∑

k=1

a2i,k

ãÅ
n∑

k=1

b2k,j

ãò
=

Ç ∑
1⩽i,k⩽n

a2i,k

åÇ ∑
1⩽k,j⩽n

b2k,j

å
On conclut ∀(A,B) ∈ E2 ∥AB∥F ⩽ ∥A∥F∥B∥F

Exercice 5 (***)

Soit E un R-ev et N : E → R+ véri�ant l'homogénéité et la séparation. Montrer que N est une
norme si et seulement si l'ensemble

B = {x ∈ E | N(x) ⩽ 1}

est une partie convexe de E.

Corrigé : Supposons N norme. Soit (x, y) ∈ B2 et λ ∈ [ 0 ; 1 ]. Par inégalité triangulaire, on a

N(λx+ (1− λ)y) ⩽ λN(x) + (1− λ)N(y) ⩽ 1

d'où la convexité de B. Réciproquement, supposons B convexe. Soit (x, y) ∈ E2. Supposons x et
y non nuls. Par convexité de B, on a

N

Å
N(x)

N(x) + N(y)

x

N(x)
+

N(y)

N(x) + N(y)

y

N(y)

ã
⩽ 1

d'où N(x+ y) ⩽ N(x) + N(y)

Ainsi N norme ⇐⇒ B convexe

Exercice 6 (***)

Soit E = {f ∈ C 1([ 0 ; 1 ] ,R) | f(0) = 0}. On pose

∀f ∈ E N1(f) = ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞ et N2(f) = ∥f + f ′∥∞
Montrer que N1 et N2 sont des normes puis les comparer entre elles et ensuite avec ∥ · ∥∞.

Corrigé : On véri�e sans di�culté que N1 et N2 sont des normes sur E. Par inégalité triangulaire,
il vient

∀f ∈ E N2(f) ⩽ N1(f)

Soit f ∈ E et g = f ′+f . Déterminons une expression de f en fonction de g. Par résolution d'une
équation di�érentielle linéaire d'ordre 1 avec variation de la constante, on trouve

∀t ∈ [ 0 ; 1 ] f(t) =

∫ t

0

g(s)e s−t ds
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D'où ∀t ∈ [ 0 ; 1 ] |f(t)| ⩽ ∥g∥∞
∫ t

0

e s−t ds︸ ︷︷ ︸
⩽1

⩽ N2(f)

puis ∀t ∈ [ 0 ; 1 ] |f ′(t)| ⩽ |f ′(t) + f(t)|+ |f(t)| ⩽ 2N2(f)

et ainsi N1(f) ⩽ 3N2(f)

On conclut Les normes N1 et N2 sont équivalentes.

On a ∀f ∈ E ∥f∥∞ ⩽ N1(f) ⩽ 3N2(f)

En revanche, les autres inégalités sont en défaut puisque pour fn : t 7→ tn avec n entier, on a

∥fn∥∞ = 1 N1(fn) = N2(fn) = n+ 1 =⇒ N1(fn)

∥f∥∞
=

N2(fn)

∥f∥∞
−−−→
n→∞

+∞

Les normes N1 et N2 ne sont pas équivalentes à ∥ · ∥∞.

Exercice 7 (***)

Soit E un K-evn de dimension �nie et u ∈ L (E) tel que ∥u(x)∥ ⩽ ∥x∥ pour tout x ∈ E. On pose

∀n ∈ N∗ vn =
1

n

n−1∑
k=0

uk

1. Établir E = Ker (u− id )⊕ Im (u− id )

2. Montrer que la suite (vn)n⩾1 converge et préciser sa limite.

Corrigé : 1. Soit x ∈ Ker (u− id )∩ Im (u− id ) et n entier non nul. On a u(x) = x et par suite
vn(x) = x. Par ailleurs, il existe t ∈ E tel que x = (u− id )(t). Par suite, on trouve

x = vn(x) =
1

n

n−1∑
k=0

uk ◦ (u− id )(t) =
1

n

n−1∑
k=0

[
uk+1 − uk

]
(t) =

1

n
[un(t)− t]

Comme ∥u(a)∥ ⩽ ∥a∥ pour tout a ∈ E, une récurrence immédiate donne ∥uk(x)∥ ⩽ ∥x∥ pour
tout k entier. Ainsi, par inégalité triangulaire

∥x∥ = ∥vn(x)∥ ⩽
1

n
[∥un(t)∥+ ∥t∥] ⩽ 2∥t∥

n
−−−→
n→∞

0

Ainsi Ker (u− id ) ∩ Im (u− id ) = {0E}

Avec le théorème de rang, on conclut

E = Ker (u− id )⊕ Im (u− id )

2. Soit x ∈ E. D'après ce qui précède, on dispose d'un unique couple (a, c) ∈ Ker (u − id ) ×
Im (u− id ) tel que x = a+ b où b = (u− id )(c). On obtient pour n entier non nul par des calculs
similaires à ceux de la questions précédente

vn(a) = a et vn(b) =
1

n
[un(c)− c]

On en déduit comme précédemment ∥vn(b)∥ −−−→
n→∞

0 puis

∥vn(x)− a∥ = ∥a+ vn(b)− a∥ = ∥vn(b)∥ −−−→
n→∞

0
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autrement dit ∀x ∈ E vn(x) −−−→
n→∞

p(x)

avec p projecteur sur Ker (u− id ) parallèlement à Im (u− id ). On conclut

vn −−−→
n→∞

p

Exercice 8 (***)

Soient p, q > 1 tels que
1

p
+

1

q
= 1 et n un entier non nul. On note

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn ∥x∥p =
Å

n∑
k=1

|xk|p
ã 1

p

1. Montrer ∀(a, b) ∈ R2
+ a1/pb1/q ⩽

a

p
+

b

q

2. Montrer que pour tout (a, b) ∈ (Rn
+)

2, on a
n∑

k=1

akbk ⩽ ∥a∥p∥b∥q

3. Établir que ∥ · ∥p est une norme sur Kn.

4. Pour x ∈ Kn, déterminer lim
p→+∞

∥x∥p

Corrigé : 1. L'inégalité est trivialement vraie si a ou b est nul. Soient a, b > 0. Par concavité de
ln, on a

1

p
ln(a) +

1

q
ln(b) ⩽ ln

Å
a

p
+

b

q

ã
D'où ∀(a, b) ∈ R2

+ a1/pb1/q ⩽
a

p
+

b

q

2. Si les ak ou les bk sont tous nuls, le résultat est trivial. On suppose les ak et les bk non tous
nuls. On pose

∀k ∈ [[ 1 ; n ]] αk =
apk
n∑

i=1

api

βk =
bqk
n∑

i=1

bqi

D'après le résultat de la première question, on a

∀k ∈ [[ 1 ; n ]] α
1/p
k β

1/q
k ⩽

αk

p
+

βk

q

Par sommation, il vient
n∑

k=1

α
1/p
k β

1/q
k ⩽

1

p
+

1

q
= 1

D'où l'inégalité de Hölder
n∑

k=1

akbk ⩽
Å

n∑
k=1

apk

ã 1
p
Å

n∑
k=1

bpk

ã 1
q

3. L'homogénéité et la séparation sont immédiates. Soit (x, y) ∈ Kn. On a

∥x+ y∥pp ⩽
n∑

k=1

|xk| |xk + yk|p−1 +
n∑

k=1

|yk| (|xk + yk|)p−1
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D'après l'inégalité de Hölder

∥x+ y∥pp ⩽ (∥x∥p + ∥y∥p)
Å

n∑
k=1

|xk + yk|(p−1)q

ã 1
q

= (∥x∥p + ∥y∥p) ∥x+ y∥p/qp

Si x + y ̸= 0, l'inégalité triangulaire s'en déduit en divisant par ∥x + y∥p/qp . Le résultat est
trivialement vrai si x+ y = 0 et on conclut

L'application ∥ · ∥p est une norme sur Kn.

4. Soit x ∈ Kn. Il existe un indice i0 ∈ [[ 1 ; n ]] tel que |xi0| = ∥x∥∞. Par suite, on trouve

|xi0|
p ⩽

n∑
k=1

|xk|p ⩽ n |xi0 |
p

d'où ∥x∥∞ ⩽ ∥x∥p ⩽ n
1
p∥x∥∞

Comme p
√
n −−−−→

p→+∞
1, on conclut par encadrement

∀x ∈ Kn ∥x∥p −−−−→
p→+∞

∥x∥∞
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