ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°26

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (*%*)

Soit E = ,(C) avec n > 2. Existe-t-il une norme || - || sur E invariante par conjugaison,
c’est-a-dire telle que

V(A,P) € ExGL,(C)  [[A]l =|P7'AP|
Corrigé : Soit A = E;,, et u € £ (C") canoniquement associé¢ & A. On note € = (e1,...,¢,) la
base canonique de C". On a u(e,) = e; = 2e1/2. En considérant la base & = (e1/2,ea,...,¢e,),

on trouve matgzu = 2A ce qui prouve A semblable & 2A puis [|A]| = [|2A]] = 2||A]| ce qui est
absurde d’ou

’Il n’existe pas de norme sur E invariante par conjugaison.‘

Variante : On peut procéder directement matriciellement. Considérant A = E;, puis P =
diag(1/2,1,...,1), on trouve P"*AP = 2A et on conclut comme précédemment.

Exercice 2 (**)

Soit E = €*([0;1],R). On définit I'application N sur E par

ViEE  N(f)= \/ F(0)2 + /0 IO

Montrer que N est une norme puis la comparer a || - || .

1
Corrigé : L’application N est la norme euclidienne associée a (f, g) — f(O)g(0)+/ f(t)g (t)de.
0

On vérifie sans difficulté qu’il s’agit d’un produit scalaire. Ainsi

’L’application N est une norme sur E. ‘

Soit n entier. Pour f,(t) =t" avec t € [0;1], on a

1
n
=1 N(fu) =4/ [ n2een2ar=
1521 =/ S
Ainsi Les normes N et || - || ne sont pas équivalentes.

Soit fe Eetx€[0;1]. Ona f(x) :f(0)+/xf’(t)dt d’on
0

@) < 170)] + / 170 de < 1F0)] + / ()] dt

Avec Pinégalité (a + b)? < 2(a* + b?) pour a, b réels, on trouve

F@l <2 (f(0)2+ < / ) dt) )

1



1 2 1
D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a (/ |f'(t)] dt) < / f'(t)* dt et on conclut
0 0

VfEE  |Ifllo < V2N(f)

Remarques : (a) La constante est optimale. Pour f : ¢ — t 4+ 1, on trouve ||f|loc = 2 et

N(f) = V2.

(b) On peut avoir l'intuition que N est plus fine que || - || : le controle de la position initiale

1
et de I’« énergie » de la fonction f avec le terme / f'(t)? dt contraint les valeurs prises par la
0

fonction et donc sa norme infinie.

Exercice 3 (**)

Soient N1, Ny deux normes sur E un K-ev.

1. On suppose que les boules unités fermées pour les deux normes sont égales. Montrer
N; = No.

2. Montrer que le résultat vaut encore s’il s’agit des boules unités ouvertes.

Corrigé : 1. On note By, et Byx, les boules unités fermées respectivement pour les normes
N; et Ny. Soit € E \ {Og}. Comme on a en particulier Byn, C Byx,, il s’ensuit

)
d’ou Ny(z) < Ni(z)

Par symétrie des roles, 'autre inégalité s’en déduit et 1’égalité a trivialement lieu pour x = Og

d’ou

2. On note By, et By, les boules unités ouvertes respectivement pour les normes N; et No. Soit
r € E X {0g} et n entier non nul. Comme on a en particulier By, C By, il s’ensuit

No (W) <1

1

d’on Vn € N* No(x) < Ny(x) + —
n

Par passage a la limite, on en déduit I'inégalité large No(z) < Ny(z) et on conclut donc comme

précédemment que

Exercice 4 (**)

Soit E = ,(R). On définit la norme de Frobenius par ||Allrp = /Tr(ATA) pour A € E.
Montrer que || - |[r est une norme et qu’elle vérifie

V(A,B) € E*  [|AB|lp < [|AllelIBllr

S E, on trouve

Al =/ > ai; = IAll
1<i,j<n

2

Corrigé : Pour A = (ai,j)

1<i,g<



La norme de Frobenius est donc la norme || - ||2 et par conséquent

| La norme de Frobenius est une norme. |

Soit (A,B) € E* et C = AB. On a ||C|| = > ¢};. Par définition du produit matriciel et
1<,5<n
inégalité de Cauchy-Schwarz dans R", il vient

V(i j) € [1; n]? C?,j = (Zai,kbk,j

2 n n
<(Sa) (2,)
k=1 k=1

Ainsi ICIE < > [(Za@ (Zbi,j)} =< 2 a?,k)( 2 bi,j>
1<i,j<n k=1 k=1 1<i,k<n 1<k,j<n

On conclut V(A,B) € E2  ||AB|lr < ||A]|B|r

Exercice 5 (***)

Soit E un R-ev et N : E — R, vérifiant I’homogénéité et la séparation. Montrer que N est une
norme si et seulement si I’ensemble

B={zcE | N(z)<1}

est une partie convexe de E.

Corrigé : Supposons N norme. Soit (z,y) € B2 et A € [0;1]. Par inégalité triangulaire, on a
NAz+ (1 —A)y) < AN(z) + (1 = A)N(y) < 1

d’ot la convexité de B. Réciproquement, supposons B convexe. Soit (x,y) € E2. Supposons z et
y non nuls. Par convexité de B, on a

N(x) T N(y) Y
<N<a:> TN N@ | N@) +N@) N<y>> s

d’otl N(z +y) < N(z) + N(y)

Ainsi ’N norme <= B convexe‘

Exercice 6 (***)
Soit E={f € €¢'([0;1],R) | f(0) =0}. On pose
vieE  Ni(f) = [flle + 1/ e et No(f) = [If + fll

Montrer que N; et Ny sont des normes puis les comparer entre elles et ensuite avec || - ||oo-

Corrigé : On vérifie sans difficulté que N; et Ny sont des normes sur E. Par inégalité triangulaire,
il vient

VieE  No(f) <Nu«(f)

Soit f € E et g = f'+ f. Déterminons une expression de f en fonction de g. Par résolution d’'une
équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec variation de la constante, on trouve

Vte[0;1] f(t):/og(s)eStds



D'oi Vee[0:1]  [F®)] < gl / e* ds < No(/)

Lg,l_/
puis vee[0:1] (O < @)+ FO+ 1F )] < 2Na(f)
et ainsi Ny (f) < 3Na(f)
On conclut ’Les normes N; et Ny sont équivalentes. ‘
On a VFSEE  [[flloc < Ni(f) < 3N2(f)

En revanche, les autres inégalités sont en défaut puisque pour f, : t — t"™ avec n entier, on a

Nl(fn) _ NQ(fn)

Moo =1 Rald) =Nalln) =1 = G 7=l o

+00O

Les normes N; et Ny ne sont pas équivalentes a || - ||oo-

Exercice 7 (***)

Soit E un K-evn de dimension finie et u € Z(E) tel que ||u(z)|| < ||z|| pour tout x € E. On pose

1n=1
VneN u,=->
M k=0
1. Etablir E=Ker(u—id) ® Im (u —id)
2. Montrer que la suite (v,),>1 converge et préciser sa limite.

Corrigé : 1. Soit z € Ker (u —id ) NIm (u — id ) et n entier non nul. On a u(z) = z et par suite

vn () = . Par ailleurs, il existe t € E tel que x = (u — id )(¢). Par suite, on trouve
1n=1 i ) 1n=1 1 A 1
r=vy(z) ==Y uFo(u—id)(t) = =% [uFt —uP] (t) = — [u"(t) — 1]

N k=0 ) n

Comme ||u(a)|| < ||a|| pour tout a € E, une récurrence immeédiate donne ||u*(z)|| < ||z|| pour
tout k entier. Ainsi, par inégalité triangulaire

— 0

n—oo

= [Jv(@)|| < = [|Jum(t t)] < 2
2l = lloa(@)Il < — [l @) + 14l < =-

Ainsi Ker (v —id) NIm (u —id ) = {Og}
Avec le théoréme de rang, on conclut

E=FKer(u—id) @ Im (u —id)

2. Soit x € E. D’aprés ce qui précéde, on dispose d’un unique couple (a,c) € Ker (u — id) x
Im (u—id) tel que x = a+bou b = (u—id)(c). On obtient pour n entier non nul par des calculs
similaires a ceux de la questions précédente

1
vp(a) =a et v,(b) = —[u"(c) —
n
On en déduit comme précédemment ||v,(b)|| —— 0 puis
n—oo

lon(2) = all = fla -+ v (®) = all = llea(B)]] —= 0

4



autrement dit Ve e E vp(z) — p(o)

n—o0

avec p projecteur sur Ker (v — id ) parallélement & Im (u — id ). On conclut

Up — D

n—oo

Exercice 8 (***)

1 1
Soient p,q > 1 tels que — + — =1 et n un entier non nul. On note
p q

1
Vo= (o m) €K el = (3 faul?)
k=1

b
1. Montrer V(a,b) € ]Ri al/Ppl/a < g + g

2. Montrer que pour tout (a,b) € (Rﬁ)2, on a

n
k;akbk < llallpllbllg

3. Etablir que || - ||, est une norme sur K.
4. Pour x € K", déterminer lim ||z,
p—+00

Corrigé : 1. L’inégalité est trivialement vraie si a ou b est nul. Soient a,b > 0. Par concavité de
In, on a

1 1 b
—In(a) + = In(b) < In (g + —)
p q p q

a b
D’ou V(a’ b) c Ri al/pbl/q <-4 -
p g
2. Si les ay ou les by, sont tous nuls, le résultat est trivial. On suppose les ay et les by non tous

nuls. On pose

a? bl

VkE[[l,n]] ap = nk ﬁk: nk
>.a; >.b!

i=1 =1

D’aprés le résultat de la premiére question, on a

viellin]  alfrgls< %4 O

p q
. S N ipal/g o L1
Par sommation, il vient Ya/tpt < -+ —-=1
k=1 p g
1 1
n n p n q
D’ou I'inégalité de Holder S apby < (Zai) (Zbi)
k=1 k=1 k=1

3. ’homogénéité et la séparation sont immeédiates. Soit (z,y) € K. On a

-+ yllp < 3 fanl lox+ gl + 32 Tyl (e +yel)™™
k=1 k=1

3



D’aprés I'inégalité de Holder
1
n _1 q
o+l < el -+ ) (35 o+ 0e07) = el + ) o+ o

Si x +y # 0, 'inégalité triangulaire s’en déduit en divisant par ||z + y||£/q. Le résultat est
trivialement vrai si x +y = 0 et on conclut

L’application || - ||, est une norme sur K".

4. Soit x € K". Il existe un indice iy € [1; n] tel que |z;)| = ||z]|«. Par suite, on trouve

n
7o |” < 2 |zl < g [”
=1

d’ot < <nr
ol [27]leo < 7]l < 17 ||2]00

Comme ¢/n —— 1, on conclut par encadrement
p—+00

vee K"zl —— ]l
p—++o0




