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Devoir en temps libre n°8

Problème I

Étudier la sommabilité de
Å

1

m2 + n2

ã
(m,n)∈(N∗)2

.

Problème II

Soit α > 1. On pose

∀n ∈ N∗ In =

∫ +∞

0

dt

(1 + tα)n
vn =

∫ +∞

0

u
1
α
−1(

1 +
u

n

)n du

1. Justi�er l'existence de In pour n entier non nul.

2. Avec le changement de variables t =
(u
n

) 1
α

, justi�er que l'application u 7→ u
1
α
−1(

1 +
u

n

)n est

intégrable sur ] 0 ; +∞ [ et exprimer In à l'aide de vn.

3. Montrer ∀n ∈ N∗ ∀u ⩾ 0
(
1 +

u

n

)n

⩾ 1 + u

4. Pour u ⩾ 0, déterminer lim
n→+∞

(
1 +

u

n

)n

5. Montrer vn −−−→
n→∞

Γ
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6. En déduire un équivalente simple de In pour n → +∞.

Problème III

1. Pour (p, q) ∈ Z2, calculer
∫ π

−π

e i(p−q)t dt.

2. Montrer ∀P ∈ R[X]
∫ 1

−1

P(t) dt = −i

∫ π

0

P(e iθ)e iθ dθ

3. Soit P ∈ R[X]. Établir
∫ 1

−1

P2(t) dt ⩽
∫ π

0

P(e iθ)P(e−iθ) dθ

puis justi�er
∫ π

−π

P(e iθ)P(e−iθ) dθ = 2

∫ π

0

P(e iθ)P(e−iθ) dθ

4. En déduire ∀P ∈ R[X]
∫ 1

0

P2(t) dt ⩽
1

2

∫ π

−π

∣∣P(e iθ)
∣∣2 dθ
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5. Soient (ak)k∈N et (bℓ)ℓ∈N des familles complexes de carrés sommables.

(a) Pour n entier, en considérant P =
n∑

k=0

|ak|Xk et Q =
n∑

ℓ=0

|bℓ|Xℓ, établir

∑
0⩽k,ℓ⩽n

|akbℓ|
k + ℓ+ 1

⩽ π

 
n∑

k=0

|ak|2
 

n∑
ℓ=0

|bℓ| 2

(b) Conclure que la famille
Å

akbℓ
k + ℓ+ 1

ã
(k,ℓ)∈N2

est sommable.
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