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Feuille d’exercices n°39

Exercice 1 (**%*)
Soit f : [a;b] — R croissante. Pour z € |a;b[, on note d(z) = f(x™) — f(x™).

1
1. Pour n entier non nul, montrer que E,, = {:1: €la;b[ | d(x)> —} est fini.
n

2. En déduire que ’ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.
3. Généraliser ce résultat pour f: R — R.

Indications : 1. Pour n entier non nul, considérer z; < ... < x, dans E,, puis 0 < yo < 21 <
< <...<xp <y, <bpuis f(yx) — f(yk—1) pour k € [1; p].

2. Montrer que ’ensemble des points de discontinuité de f est inclus dans un ensemble au plus
dénombrable décrit a ’aide des ensembles E,,.

3. Considérer les restrictions f‘ (—nwm] POUTT entier.

Exercice 2 (***)

Un nombre complexe est dit algébrique s’il est racine d’un polynome & coefficients rationnels.
Montrer que 'ensemble .7 des nombres algébriques est dénombrable.

Indications : Avec 1'égalité Q[X]| = U Q,[X], établir que Q[X] est dénombrable puis notant
neN

Z(P) Pensemble des racines complexes de P pour P € Q[X], décrire o7 a l'aide de Q[X].

Exercice 3 (***)

a(n)

Soit o : N* — N* bijective. Déterminer la nature de ) —
n=1 n

k
Indications : Poser S,, = ,;101532)

pour n entier non nul puis minorer Sy, — S,, pour conclure.

n

Exercice 4 (****)

Soit o : N — N bijective. Etudier la nature de > ‘
n!

Indications : Exhiber un choix de o telle que la série converge. Puis, considérer ’ensemble
D = N~ {(2n)l,n € N} et construire une permutation ¢ prenant des valeurs bien choisies sur
les entiers de la forme (2n)! avec n entier.



Exercice 5 (**)

+00 t”
Pour ¢ réel, on note S(t) = n;ll e
1. Préciser I'ensemble de définition D de S.
+00 tk
2. Montrer Vte D S(t) = > (=1)kt
k=1 1 —tk
+00
3. Montrer VteD  S(t)= Y a,t" avec (ay), € ZN
n=0

Indications : 2. Utiliser le théoréme d’interversion des sommes.
3. Considérer la partition (A,)yen+ de (N*)? avec A, = {(k:,n) € (N*)? | kxn= p}.

Exercice 6 (****)

Soit n entier non nul, a réel et || - || une norme sur R™. Etudier la sommabilité de la famille
(o)
1211*/ ez g0y
Indications : Se ramener au cas de la norme || - ||, puis considérer le recouvrement disjoint



