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Feuille d’exercices n°28

Exercice 1 (*)

Soit E = R%. Représenter les boules unités fermées pour les normes || - ||1, || - |2 et || - [|oo-

Corrigé : On obtient

y/\ y/\ y/\
FIGURE 1 — Boules unités ouvertes pour || - ||1, || - |2 et || - ||oo
Exercice 2 (*)
Déterminer la nature topologique de A = {z = (v1,...,2,) €R" | x1=...=ux,} puis pré-

ciser A et A.

Corrigé : Dans E=R", on pose ¢; : E >Rz 2,41 —x; pouri € [1;n—1]. On a

A= (e (o)

Il s’ensuit que A est fermé comme intersection d’images réciproques de fermé par des applications
polynomiales donc continues. Soit x € A. Il existe une boule ouverte centrée en x incluse dans
A et par conséquent, pour € > 0 assez petit, on a

(x14+¢€,29,...,2,) €A

ce qui est faux. On conclut

A=A et A=0p

n—1
Variante : Pour la fermeture de A, on peut aussi considérer o = Y ¢? continue car polynomiale

=1
et observer A = o1 ({0}).

Exercice 3 (*)

Montrer que le graphe d’une application f : I — R continue avec I intervalle fermé est un fermé
de R2.



Corrigé : Soit (n, Yn)n € I'} avec (2, yn) —— (2,y) € R?. En particulier, on a z, —— z € I
n—oo

n—oo
par fermeture de I puis y,, = f(z,) pour tout n entier. Par continuité de f, il vient f(x,) ——
n—oo

f(z) d'ou (x,y) = (z, f(z)) € I'y. On conclut

Le graphe d’une application continue est un fermé de R2.

Exercice 4 (*)

Soit E un K-evn et A un fermé non vide. On suppose que z — d(z, A) est convexe.

1. Montrer que A est convexe.
2. Le résultat a-t-il encore lieu sans I’hypothése de fermeture de A7

Corrigé : 1. Soit (a,b) € A2et A €[0;1]. On a
d(Aa+ (1= X)b,A) < Md(a, A) + (1 —N)d(b,A) =0

Par caractérisation métrique d’appartenance a un fermé, il s’ensuit que Aa + (1 — A\)b € A et on
conclut

| L’ensemble A est convexe. |

2. Avec A =R* (ou A = Q), on a d(xz,A) = 0 pour tout = réel d’ou  — d(z, A) convexe et bien
sir 'ensemble A ne ’est pas.

Exercice 5 (**)

Soit E un K-evn et A, B des parties de E avec A ou B ouvert. Montrer que A + B est un ouvert.

Corrigé : Supposons A ouvert. On a A + B = U (b+ A). Montrer que pour b € B,ona b+ A

beB
ouvert. Soit x € b+ A, autrement dit x = b+ a avec a € A. Comme A est ouvert, il existe r > 0

tel que B(a,r) C A. Par suite, pour y € B(x,r), notant u =y — b —a, on a ||ul| < r puis
y=b+a+uecb+B(a,r) COb+A

autrement dit B(z,7r) Cb+ A

FIGURE 2 — Ouvert b + A

Ceci prouve que b+ A est ouvert pour tout b € B et comme une union d’ouverts est un ouvert,
on conclut

L’ensemble A + B est ouvert.




Exercice 6 (**)

Soit E un K-evn et A, B des parties de E.
1. Si A C B, comparer A avec B et A avec B.
2. Comparer (A UB)° avec A UB puis (A N B)° avec A N B.
3. Méme question pour 'adhérence.

Corrigé : 1. Pour x € A, il existe r > 0 tel que B(z,r) CACBdouzx e B. Pour z € A, on a
B(z,7)NB D B(x,r) N A # @ pour tout r > 0. Ainsi

Pour ACB,onaA CBetACB.
2.0naACAUBet BCAUBdou

AUBcC (AUB)°

Avec A =]-1;0] et B = [0;1[, ona (AUB)® =]—1;1[et AUB = ]—1;1[~ {0}. Avec
ANB C Aet ANB C B, on trouve (AN B)° C ANB. Soit z € AN B. Il existe des boules
ouvertes B(z, ) C A et B(x,s) C B. Notant n = min(r, s), on a B(x,n) C AnNBd’ouz € (ANB)°.
Ainsi

ANB=(ANB)

Variante : Pour ANB C (A N B)°, on peut remarquer que AN B est un ouvert inclus dans
A N B d’ou l'inclusion souhaitée par maximalité de l'intérieur comme ouvert contenu dans la
partie considérée.

3. Par complémentarité, on obtient
(AUB=AUB et ANBcCANB]

Avec A = [—1;0[ et B =1]0;1], on a ANB = {0} tandis que ANB = @. On peut aussi
considérer le complémentaire de 'exemple précédent (moins agréable).

Exercice 7 (**)

Soit E un K-evn et F un fermé de E.

1. Montrer que F peut s’écrire comme image réciproque d’un fermé par une application
continue de E dans R.

2. En déduire que F peut s’écrire comme intersection décroissante d’ouverts de E.

Corrigé : 1. On considére ¢ : E — R,,z — d(x,F). L’application ¢ est continue car 1-
lipschitzienne et on a

F=¢({0}) =97 (]-00;0])
2. En s’inspirant du résultat précédent, on pose

VneN*  U,=¢ ' (]-00;])
Les U,, sont des ouverts en tant qu’images réciproques d’ouverts par une application continue.
Puis, on a

+00 1

N]-ooi D = o (o0i0)) = 7 ({0]) = F

n=1

+00o
ﬂ U, = 90_1 (
n=1

La décroissance des U,, est évidente et on a donc montré

’Tout fermé de E peut s’écrire comme intersection décroissantes d’ouverts.
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Exercice 8 (**)

Soit E un K-evn et A, B des parties de E. On note C = A. Montrer
(ANBP=A~B C=C
Corrigé : On a
€ (ANB)® << Ir >0 | B(x,r) CA et B(z,r)NB#g
< zeA et x¢B

Puis, on a C c Cdon ¢ cC==C. Réciproquement, soit © € C. Montrons z € C c’est-a-dire
que pour r > 0, on a B(z,7) N C # @. Or, comme A C C, alors A C C et

reC=4A — Bz,r)NA#2 = B(rz)NnC#g

ce qui prouve I'autre inclusion. On conclut

(ANBPY=A\B (C=C

Exercice 9 (**)

Soit E un K-evn et F un sev de E.
1. Montrer que F est un sev de E.
2. Montrer qu’un hyperplan est soit dense, soit fermé.
Corrigé : 1. Ona0 € F C F. Soient A € K et (2,,)p, (y)n dans FN avec x,, — z et y, — Y
On a (A\z, + Yn)n € FY et . "
Ay + 1Yy —— A+ yEF

n—oo

Ainsi L’ensemble F est un sev de E.

2. Supposons H # H. Soit 2y € H~. H. Comme H est un hyperplan, on a
E=H®a® Vect (r9) CHCE

Ainsi ’Dans un K-ev, un hyperplan est soit dense, soit fermé.

Exercice 10 (**)

Montrer la continuité de I’application qui & M € GL,,(K) associe son inverse.

Corrigé : Il s’agit de 'application définie par
ComM "

vYM e GL,,(K M =
< (K) detM

Le déterminant est polynomial en les coefficients de la matrice donc les coordonnées de la co-
matrice également et par conséquent, les coordonnées de I'inverse sont fonctions rationnelles des
coefficients de la matrice. Par conséquent

’L’inverse matricielle est une application continue.

Exercice 11 (**)

Etudier la continuité éventuelle des applications suivantes :
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Arctan (zy) . e” —e¥

; 0,0
L fley) =4 @ty ) 700 5 fay={ =y
0 sinon ©
. . Arctan 22 1
Corrigé : 1. Ona VzxeR flz,x) = 57 3 # £(0,0)
Ainsi f ¢ ¢(R%R)
et—1 |
2. On pose vVt eR o(t) = sit71
1 sinon

Par construction, la fonction ¢ est continue sur R et on observe que

V(z,y) e R*  f(z,y) = e p(y — )

Par composition de fonctions continues, on conclut

f € €(R*R)

Exercice 12 (**)

On pose V(z,y) eR?  f(z,y) =2* +ay+y°

Etudier si f admet une limite pour ||(z,y)| — +oc.

2, ,2
Corrigé : Avec I'inégalité xy > 2 ;—y < (z+y)* >0, on obtient
22 4 12
V(z,y) eR*  flz,y) > Y >
2 l[(z,y)ll2—+00
Ainsi flz,y) —— +o0

[[(@,y)[|=+o0

FIGURE 3 — Graphe de 2z = f(z,y)

six#vy

sinon



Exercice 13 (**)

Soit E =%°([0;1],R).
1. Déterminer une norme sur E telle que le produit dans E soit continu.
2. Pour E muni de || - ||1, le produit est-il continu ?

Corrigé : Le produit E? — E, (f, g) — fg est une application bilinéaire sur E? a valeurs dans
E. Ainsi, le produit dans E est continu si et seulement s’il existe C > 0 telle que

V(f.9) € B2 lfgll < ClfIlllgl
1. Munissons E de || - ||o- Soit (f,g) € E2. On a

vie[0;1]  [(fg)®)] = [fOg®)] < [ fllcllgllo
d’on 1 9llee < 1flocllgllo
Par conséquent Dans E muni de || - ||oo, le produit est continue.

2. Pour n entier, on pose f,, :t+—t". On a

120 (1
T HEEZE -

+00O

ce qui contredit existence d’une constante C > 0 vérifiant pour tout (f,g) € E?

gl < Cllf NNl

Ainsi Le produit n’est pas continu dans (E, || - ||1)-

Remarque : L’ensemble (E, +, x,-) est une algébre. Le produit x est bilinéaire sur E? mais
comme ['algébre E n’est pas de dimension finie, la continuité n’est pas garantie et il n’y a donc
pas de contradiction.

Exercice 14 (**)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A € .Z,(K) pour qu'il existe M € .#,(K)
telle que M"™ —— A.

n—oo

Corrigé : Supposons qu’il existe M € .Z,(K) telle que M* —— A. Alors, par continuité du

n—oo
produit matriciel, il vient

M2 —5 A et M2 = M"M" — A2

n—oo n—0o0

Par unicité de la limite, on en déduit A? = A, autrement dit A est la matrice d’un projecteur.
Réciproquement, si A? = A, la suite (A"), est stationnaire en A d’ou

’Une condition nécessaire et suffisante au probléme est que A soit la matrice d’'un projecteur.

Exercice 15 (**)

1. Montrer que GL,(K) est un ouvert dense de .#,(K).

2. Montrer N ’ensemble des matrices nilpotentes de ., (K) est un fermé d’intérieur vide.



Corrigé : 1. On a GL,(K) = det ' (K*) image réciproque de I'ouvert K* par I'application det

continue car polynomiale. Soit M € .#,,(K). On a M — —I,, —— M et comme yy admet un
p p—+0o0

nombre fini de racines, on a x <—> # 0 pour p suffisamment grand ce qui signifie exactement
p

1
que M — -1, € GL,,(K) & partir d’un certain rang. On conclut
p

L’ensemble GL, (K) est dense dans ., (K).

2. L’indice de nilpotence est majoré par n. Notant ¢ : M — M" continue par continuité du
produit matriciel, on a N' = ¢~1({0}). Pour A € A/, on a par densité de GL,,(K)

Ve >0 B(A,e) NGL,(K) # @

Il en résulte qu’aucune boule ouverte n’est incluse dans N puisque les matrices nilpotentes sont
non inversibles. On conclut

| L’ensemble A est un fermé d’intérieur vide. |
Variante : On note E = .#,,(K). On a l'égalité
E~N=E<N
Or, une matrice inversible n’est pas nilpotente, autrement dit GL,,(K) C E ~ N d’ou
E=GL,(K) CE<N
On en déduit E = E ~ A et par suite N=0o.




