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Feuille d’exercices n°42
Exercice 1 (**)

+00
Etablir / Sm(t) i =5 !
0

et — 1712 + 1
Corrigé : L’intégrande est continue par morceaux sur |0;+00 | et on a
sin(t in(t)e ¢ +00 +00
vVt >0 sin(?) = sin(t)e =sin(t)e > e ™™ = 3 sin(t)e " V!
et —1 l—et n=0 n=0

+00
L’intégrale / te = (1! d¢ converge et aprés intégration par parties, on trouve
0

+00 1
Vn € N / te (Dt 4t = —
0 (n+1)

Avec l'inégalité classique |sin(t)| < ¢ pour ¢ réel, on a par comparaison la convergence absolue
+00

de 'intégrale |sin(¢)| e ~("*V* dt pour n entier avec
0

1

+00 +oo
Vn € N sin(t)| e (Dt qt < / L R Le [ —
| pinte) 0 TRV

et on en déduit la convergence de la série ) / |sin(t)| e =Vt dt. D’aprés le théoréme d’inté-

. . T sin(t
gration terme & terme, on obtient la convergence absolue de / ®) dt avec
o € —
+00 Sin t +00 +00 +00
/ ; ®) dt :/ (Z sin(t)e ~(+1) ) Z sin(t)e (1t d¢
o e'—1 0 n=0 0

Par convergence absolue, on peut écrire

+00 +00
Vn €N / sin(t)e "tV dt = Im </ e~ ((n+1)= dt>
0 0

= Im <(n+11)—i>:(n+11)2+1

+00
On conclut / sm(t) dt = > !
0

t n1n2+1

Exercice 2 (**)

. /1 I J— t +0o0

Corrigé : On pose Vte[0;1] f(t) =



1
On a f € €m([0;1[,R) et f(t) 1 soit en factorisant avec l'identité de Bernoulli ou en
—

identifiant 'inverse d’un taux de variation. Ainsi, la fonction f est intégrable sur [0;1[. On a

[ [ o] o= [ [En-e] o

On pose V(n,t) e Nx [0;1] o) = (1 =)t

Les f, sont continues par morceaux sur [0; 1], intégrables sur ce segment. La série géométrique
S7(1 — t)t* converge simplement sur [0; 1] vers une fonction continue par morceaux sur [0;1]
avec

1—t
+oo —— site[0;1
vielos1]  S(—gen=1—p SEl0
n=0 0 sit=1
Enfin, on a
1 1 . . 1
()] dt = tin — At qt =
S RTACIEES =Y
1 1
avee (4n + 1)(4n + 2) n—s+oo O (E)

1
Par comparaison et critére de Riemann, la série Z/ | fn(t)] dt converge. Le théoréme d’inté-
0

gration terme a terme s’applique et on conclut

/11_tdt—+§ojo 1
o L=ttt [ =(dn+1)(4n +2)

Exercice 3 (***)

n __ 42n 1u -1
dt pour n entier, déterminer la valeur de / —— du.
o n(u)

1
En considérant /
0

Corrigé : Pour n entier, I'intégrande est continue sur [0; 1| et prolongeable par continuité en 1
donc intégrable sur [0;1[. On observe

tn_th
— 0
1—¢t noc

Vte[0;1]

Toutefois, aucune dominante intégrable indépendante de n ne semble se dévoiler. Pour n entier
non nul, transformons l'intégrale avec le changement de variables u = ¢". On obtient (intégrales
de méme nature donc convergentes et par conséquent égales)

1n 2n 1 2 1

t" —1 — 1-—
[ [ e [,
o 11—t 0o n(l—un) 0o n(l—un)

Or Vue]0;1] n(l—uﬂzn(l—emi@)—>—ln(u)
n—oo
11— 1 -1
D’ou Vue]0;1] O , o

n(l — u%) n—oo In(u)

Avec 'inégalité 1 — 0" < n(1 —v) pour v € [0;1], il vient



1—u 1
Vuelo:l]  0< —— 2 uh <1
n(l—uw)

La dominante est clairement intégrable sur |0;1[ et par convergence dominée, on conclut

1 n 1
n_ 1
/ Pl g / L du

On peut procéder trés différemment. On a

n _th 1 1 _t2n n—1 2n—1 2n—1
Vte[0;1] = + :—Ztk+ Sth= Y tF
I I 1 - =0 k=0 k=n

Lyn _ 42n 1op—1 oan—1 1 2n—1 1 n
Par suite / —dt = / Sthdt= Y | thdt = Z
0 0 k=n k=nJO

1—+¢ ‘k+1 Sk

On reconnait alors une somme de Riemann avec
1 n — t2n 1 dt

1 J—
On conclut / u—1 du=1n2
o In(u)

Exercice 4 (***)

3 00 2
On pose V(n,p) eN*  q, = / tPcos(t)*dt et I,= / e~ dt
0 0
1. Justifier la convergence de l'intégrale définissant I, pour p entier.
2. Etablir npglan — I,

n—00

2
Corrigé : 1. Soit p entier. L'intégrande t — tPe ™2 est continue sur [0;+00 ] et par croissances

1

) _i
comparées, on a tPe”2 =0 (—

t2>' Par comparaison et critére de Riemann, on a

L’intégrale définissant I, est convergente pour tout p entier.

2. Avec le changement de variables u = \/nt, il vient pour (p,n) € N x N*

+0oo
n%lan = i fn(u) du avec Yu >0 fn(u) = uP cos™ <%> ﬂ[o;ﬁg[
2
Ona Vu>0 folu) = upenlncos(ﬁ) = upenln(l_%%(%)) — e 5o Ly ype=y

n—o0

Reste a établir une domination. Par convexité, on a Inz < x — 1 pour x > 0 d’ou

Va0 0 fulu) < wre (e (5R)) 2 ype e (35)

: . . 2 ™
Toujours par convexité, on a sinx > —x pour x € [O ; —} d’ou
T

2
242 2,2

Yu >0 0 < fo(u) < uPe “(3) i = uPe " =2Y

. 2,2 . _ 2,2 1 .
La dominante u — uPe” 2" est continue sur [0;+00 [ et uPe 2" = o (—2> ce qui prouve son
u

intégrabilité. Par convergence dominée, on conclut

p+1
nza, —I,

n—o0




Exercice 5 (***%*)

Soient les suites réelles (ay,), et (b,), définies par ag = a, by = b avec a > b > 0 et

n bn
Apy1 = - _2‘_ et bn+1 = anbn
+00 dt
On pose I(a,b) = - e
1. Montrer Vn € N b, < a,

En déduire la monotonie des suites (a,), et (b,), puis leur convergence vers une limite
commune notée M(a, b).

2. Justifier la convergence de l'intégrale I(a, b).

1
3. Avec le changement de variables t = 3 (u — a_b)) établir
u

T(“fﬂ@) — T(a,b)

4. Montrer T(a,b) = ﬁ
a,

Corrigé : 1. Les suites (a,), et (b,), sont positives par récurrence immédiate. Pour (x,y) € R?,
on a les équivalences

2
x;—y > Ty = (x—é—y) >ay < (v—y)?*=0

En appliquant 'inégalité de gauche pour (z,y) = (an, by), il s’ensuit

VneN b, <ay

, a, —b
puis Qpy1 — Ap = n2 <0 et by =Vaph, = /2 =0,
Ainsi La suite (a,), décroit et la suite (b,), croit.

La suite (a,,), est décroissante minorée, la suite (b,),, est croissante majorée. Par limite monotone,
ces suites sont convergentes et notant £ = lim a, et ¢ = lim , il vient

n—+00 n—+00
n+ by 40
gy = IO T (=
2 n—o00 2
Ainsi a, — M(a,b) et b, —— M(a,b)
n—o0 n—oo

Remarque : Cette limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique ou aussi
moyenne de Gauss.

1
2. On pose vieR ft) =
V(a2 +12) (b + t2)
1
On a f € €(R,R), paire et f(t) = ) <t_2> Par comparaison et critére de Riemann, on
—+00
conclut



L’intégrale I(a, b) converge.

1
3. On pose Yu >0 o(u) = 5 (u - %b)

L’application ¢ réalise une bijection croissante de €' de ]0;+o0[ sur |0;+o00[. Tous calculs
effectués, d’aprés le théoréme de changement de variables, les intégrales

+00
2 dt o T<a+b7\/%>
o V(@2 +82)*+ ) 2

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. Par parité de 'intégrande, on
conclut

T(“;b,J@ = T(a, b)

Remarque : Le changement de variable non trivial utilisé plus haut est appelé transformée de
Landen.

4. D’apres la relation précédemment établie, on a
Vn eN T(an,by,) = T(ans1,bns1)
1

On pose V(n,t) € Nx R falt) = \/(az +t2) (b2 + 12)

On a

1 1

% M{ab) 1 et V(n,t)eNxR  0< f,(t) <

VieR  fu(t) <pog

1
Comme t — ——— est intégrable sur R, on obtient par convergence dominée
b* + 12

+oo +0o0 dt

1 t +00
Tlanba) = [ FuW = | e~ M(ad) [Aman <M(a,b)>}oo

On conclut T(a,b) =

M(a, b)

Exercice 6 (****)

On rappelle 'existence de la constante v d’Euler définie par

n

v = lim Zl—ln(n)

+00
Justifier 'existence et calculer / e 'In(t) dt.
0
Corrigé : On pose f:]0;+00[ = Rt e "In(t). On a f € €,n(]0;+00[,R) avec

f(t) = o (%) et SO, .0 (5)

Par comparaison et critére de Riemann

+00
L’intégrale / e ~'In(t) dt converge absolument.
0

3



Pour n entier non nul, on pose
t

Yt >0 falt) = <1—5>nln(t) site]0;n]

0 sit>n

Pourt >0etn >t ona

fo(t) = (1 — E)nln(t) = enin(1-%) In(t) = e =W n(t) — e~ In(t)

n n—o0
et avec l'inégalité de concavité In(1 — u) < —u pour u < 1, on obtient
V(n,t) € N* X ]0;+00 | 0< fult) <e n(t)]

I'inégalité étant trivialement réalisée pour ¢ > n. Ainsi, par convergence dominée, on a

/On (1 - i)nln(t) dt = +Oofn(t) dt — m In(t)e~t dt

n 0 n—00 0
n t n
On note Vn € N* I, = / (1 - —) In(¢) dt
0 n

Soit n entier non nul. Avec le changement de variable ¢ = nu, on obtient

I, = n/olu — ) In(nu) dt = nln(n)/01(1 ) du—i—n/ol(l — ) In(u) du
= " In(n) + n/01(1 — w)" In(u) du

n+1

Pour l'intégrale restante, on procéde en intégrant par parties avec un bon choix de primitive
1— (1 _ u)nJrl

et u — In(u) sont de classe ¢!
n+1

pour garantir un crochet fini. Les fonctions u —

sur | 0;1] avec

— S%_—;L)Wr u—0 == f,bnj__)lu +ofu)) In(u) W0 (1+o(1))uln(u) — 0

par croissances comparées. Ainsi, le crochet étant fini, on obtient

! 1— (1 —u)™! S B R BT (s
/ (1 —w)"In(u) du = (=) ln(u)] + / (1-v) du
0 n -+ 1 0 n -+ 1 0 u

-~

=0

S

Enfin, un dernier changement de variable v = 1 — u donne

1 1 1
1—u)"tt—1 1 1 — ot 1 n 1 ntll
/( v) du = — / Y du=— Sokdy= ——5 —
0 U n+1/), 1—wv n+1Jy i=o n+ 1,251k

Par conséquent, on a

n no]1 1
n—i—l(n(n) ,Cz::lk; n+1/ n—oo i
+00
Et on conclut / e tIn(t) dt = —
0




