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Feuille d’exercices n°45

Exercice 1 (**)

Une limite uniforme de fonctions lipschitziennes sur un intervalle I est-elle lipschitzienne ?

Corrigé : On considére f = /- qui est uniformément continue sur [0 ; 1] | mais non lipschitzienne.

D’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P,), & valeurs dans R[X] telle que

|IPr, — fllo — 0 et les fonctions polynomiales P, sont dérivables de dérivées bornées sur
n—oo

[0;1] donc lipschitzienne. On conclut

’Une limite uniforme de fonctions lipschitziennes n’est pas forcément lipschitzienne.‘

Remarque : Le caractére lipschitzien n’est pas préservé a priori. En revanche, une telle limite
uniforme de fonctions lipschitziennes donc uniformément continues est également uniformément
continues.

Exercice 2 (***)

Soit f € €(R,,R) avec f non nulle et telle que f(0) =0 et f(x) —— 0. On pose

T—r+00

T

V(n,z) € N* x R, folz) = f(nx) et gu(z)=f (g>

Etudier les modes de convergence de (f,)n, (gn)n PUis (fngn)n-

Corrigé : Pour z > 0, on a nt —— +oo d’ou f,(z) = f(nx) —— 0 et f,(0) = 0 pour n entier
n—oo n—oo
d’our la convergence simple de (f,),>1 vers la fonction nulle. Comme f # 0, il existe zo > 0 tel

T
que f(xo) # 0. Avec z,, = = pour tout n > 1, on a
n

Jn(zn) = f(x0) —/= 0

n—oo
Soit a > 0. Pour ¢ > 0, comme f(z) —— 0, on a |f(z)| < € pour x > A donc pour n assez
T—+00

grand, il vient

Yu = na |f(u)| <e
d’ou Ve > a |fu(x)| = |f(nz)| < e
autrement dit | falloo,jas+o0] —— 0
n—oo

On conclut

La suite (f,),>1 converge simplement vers la fonction nulle, pas
uniformément sur R, mais uniformément sur [a;+o0 [ avec a > 0.

Pour > 0, on a g,(x) = f (E) —— f(0) = 0 ce qui prouve la convergence simple de (g, )n>1
n n—00

vers la fonction nulle. Avec y,, = nxy pour n entier non nul, on a



Soit @ > 0. Pour € > 0, comme f(x) — 0, on a |f(z)| < e pour z € [0;n] avec n > 0 donc
r—r

pour n assez grand, il vient

Vu< = |f(u)|<e
n
i
drot veel0ia] @)l =|f (5)] <e
n
autrement dit ||9n”oo,[0;a] » 0
n—oo

On conclut

La suite (g,)n,>1 converge simplement vers la fonction nulle, pas
uniformément sur R, mais uniformément sur [0;a] avec a > 0.

D’aprés ce qui précéde, la suite (f,gn)n>1 converge simplement vers la fonction nulle. Soit ¢ > 0.
On dispose d’un seuil N entier tel que

Vn >N VUG[O;%] lflu)| <e et Yo=n lf(v)| <e
Puis, on a pour n entier non nul
[ fngnllos < |l fagnlloo 0511 + 1 fagnlloo, 15400
d’ou V2N [fagnllsojon) Sellflle et [ fagnlloo 1400 < €llfllo

Par conséquent Vn > N | fagnlloo < 2| floo

majorant qui peut étre rendu arbitrairement petit et on conclut

La suite (fngn)n>1 converge uniformément vers la fonction nulle.

Exercice 3 (***)

On pose
Ve el0;1] flz)=2x(1—2x) puis go=f et YneN g1 =gnof
Etudier les modes de convergence de la suite de fonctions (g,),.

1
Corrigé : Soit € |0;1[. On note u,, = g,(z) pour n entier. On a f([0;1]) C [0;5} d’oi

1 1
(Un)n>1 & valeurs dans {0;5]. Comme f(z) > x pour = € {0;5], la suite (uy)n>1 croit et

comme elle est majorée, elle converge par limite monotone. Comme uy = x > 0, la suite (u,),

converge vers 'unique point fixe non nul de f, c’est-a-dire u,, —— 3 et par conséquent

n—0o0
Cs 1
Jn ——> g avec ¢:T > —
n—oo 2

1
On considére x € } 0; 5} puisque ce cas est atteint dés que n > 1. La suite g, est une composée

. . 1 .
de fonctions croissantes sur } 0; 5 donc est croissante et par conséquent

1

192 = 9llecjo:37 = (9= 90)(0) = 5

1
2



1
et pour [a;b]C]OG}

1
Hgn - .gHoo,[a;b] = (g - gn)(a> =5 gﬂ(a) 0

2 n—00

La suite (g, ), ne converge pas uniformément sur ] 0; 1], } 0; 3 ] , [5 i1 [,

mais converge uniformément sur tout segment de ces intervalles.

Exercice 4 (****)

Caractériser les limites uniformes de fonctions lipschitziennes sur un intervalle 1.

Corrigé : Une telle limite uniforme est uniformément continue, voir exercice 8 feuille 43. Ré-
ciproquement, soit f : I — R uniformément continue. Si Sup [ < +oo, notant b = Sup I, on
prolonge f sur [b;+00[ en posant f(x) = f(b”) pour x > b et si Inf I > -oco, notant @ = Inf I,
on prolonge f sur | -00;a] en posant f(z) = f(a*) pour < a. On peut donc supposer I = R.
Soit € > 0. On dispose de nn > 0 tel que

Viz,y) eR?  |r—yl<n = |flx)-flyl<e

On pose x, = kn pour tout k € Z. Ensuite, on construit la fonction g. affine par morceaux,
affine sur tout segment [xy ;x| pour k € Z et vérifiant

Vk eZ ge(zg) = f(ag)

Sur un intervalle [xy ;211 [ avec k € Z, la pente de g. est au plus égale a /1. Soient z, y réels
avec x < y. On dispose de (7,7) € Z? tel que

ST LS T S ... ST SY S T
Puis, par inégalité triangulaire, il vient

19:(2) = 9=(y)| < [9:() = ge(@iv1)| + [9e(iv1) — ge(@iva)| + - + [g:(75) — g-(y)]

E X i E
<5|93i+1—$|+(J—Z—1)5+5|y—%’|

et y—x>yj—xi+1=77(j—i—1)
En observant que |z;41 — 2| < |y — 2| et |y — x| < |y — =/, on obtient
£
19:(@) = 9-()| < 37y — 2!

Enfin, on a

19:(2) = f(@)] < ge(w) = fxi)| + |f(2:) = flip)| + [ (@i2) — f(2)] < 3e

ce qui prouve que g. approche uniformément f. On conclut

L’adhérence des fonctions lipschitziennes pour la norme infinie
est 'ensemble des fonctions uniformément continues.




Exercice 5 (***%*)

On note Na(P) = Sup |P(¢)| pour P € R[X] avec A une partie non vide de R.
teA

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A pour que N, soit une norme sur

R[X].

On considére A et B des parties infinies compactes de R distinctes.

d(z, A
Pour n entier, on pose f,(zr) = n(—) pour = € R avec zg € B\ A.
d(l’o, A)
2. A T’aide de la fonction f, avec n entier, montrer que N et Np ne sont pas des normes
équivalentes.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que N, et Ny soient
équivalentes.

4. Généraliser le résultat précédent pour A et B des parties de R vérifiant la condition
obtenue & la premiére question.

Corrigé : 1. Supposons A finie non vide. Alors le polynome P(X) = [ (X—\) vérifie No(P) =0
AEA
bien que P # 0 puisque deg P > 0. Supposons A non bornée. Alors, 'ensemble {|t|,t € A} est

non borné et on ne peut donc définir N (X). Ainsi, il est nécessaire d’avoir A infinie et bornée.
Veérifions le caractére suffisant de ces propriétés. Soit P € R[X]. I’image d’une partie bornée par
une application continue est bornée donc {|P(t)|,¢ € A} est une partie non vide bornée de R
qui admet donc une borne supérieure. Ainsi, la quantité N (P) est bien définie. Puis

NA(P)=0 = ViecA P{)=0

Ainsi P admet une infinité de racines ce qui implique qu’il s’agit du polynéome nul. Les autres
propriétés de norme étant vérifiées sans difficultés, on conclut

N4 est une norme sur R[X] <= A est une partie bornée et infinie de R

2. Fixons n entier. Soit un segment [« ; 3] contenant A UB. D’aprés le théoréme de Weierstrass
appliqué a f, continue sur R donc en particulier sur [« ; 3], on dispose P, € R[X] tel que
|Pr = falloo,fa;s] < 1. D’oti, par définition de f, et par choix de [a; 3]

||Pn - anoo,A = NA(Pn) < ||Pn - fn‘|w7[a;ﬁ] <1l et HPn - fn”oo,B < HPn - anoo,[a;ﬁ] <1

Par inégalité triangulaire inverse, on obtient
NB(Pn) = Hpn”oo,B > H|Pn - anOO,B - ||anOO,B| > ”anqu —1>2n-1

Na(P,) - 1
Ng(P,) n—1 n—oo

Ainsi Vn > 2 0

S’il existe xg € B . A, les normes N, et Ny ne sont pas équivalentes.

Variante : On peut aussi fixer n = 1 et agir sur la qualité d’approximation fournie par le
théoréme de Weierstrass. On a

Vee]0;1[  FP.eR[X] | [[Pc— fillcjais) <€
En procédant comme ci dessus, on obtient

Na(P:) <e et Np(P.)>1-¢

dot Na(Pe) =0 et Np(P.) /=0
e—

e—0

4



ce qui contredit 1’équivalence des normes.

3. On en déduit que si Nj et Ng sont équivalentes, alors B C A et par symétrie des roles A C B.
La réciproque est immédiate et on a donc montré

Pour A et B parties compactes infinies de R Nao~Npg <= A= B‘

4. Comme A C A, il s’ensuit Ny < Nj. Soit P € R[X]. Pour a € A, il existe (a,), a valeurs dans
A telle que a,, — a. Par continuité de t — |P(¢)|, il vient

[Plan)] — [P(@)] et [P(a,)] < Na(P)

d’ou Va € A IP(a)] < No(P)

Par conséquent, on a N5 < Nj et donc Ny = Nz et de méme avec B. Les parties A et B étant
infinies, bornées et fermées donc compactes, il s’ensuit d’aprés le résultat qui précéde

Pour A et B parties bornées infinies de R Na=Nz~Ng=Np < A=B

Exercice 6 (****)

Soit (fy,), une suite de fonctions de €°([a; b], R) convergeant simplement vers f € €°([a;b],R).

1. On suppose (f,), croissante. Montrer que la convergence est uniforme.

2. On suppose que f, est croissante pour tout n entier. Montrer que la convergence est
uniforme.

3. Application : Montrer la convergence sur tout segment de la suite de fonctions (f,),
définie par
V(n,z) e NxR fu(z) = (1 + E)
n

Corrigé : 1. Notons a,, = || fr — fl|eo- La suite (), est décroissante minorée donc convergente

par limite monotone. Notons a = lim «,, et supposons o > 0. Posons pour n entier
n—-+oo

Ko={oelad] | >3} avee go=f—1

On a o, > a > «/2 d’on par, définition de «,,
a
3z € [a;d] | |fulz) = f(2)] > 5

Ainsi, 'ensemble K,, est non vide, borné car contenu dans [a;b]| et fermé puisque K, =
o

gt <[§;+oo D est I'image réciproque d’une fermé par une application continue. La famille

(K,,), est clairement une suite décroissante de compacts non vides. Par suite, on peut construire

une suite (u,), avec u, € K, pour tout n entier. En particulier, la suite (u,), est a valeurs dans

Ko compact donc, il existe ¢ : N — N injection strictement croissante telle que u,@,) —— wu.
n—oo

Pour p entier, la suite (u,),>, est a valeurs dans K, et donc u € K, pour tout p entier, autrement

dit u € ﬂ K,,. On aurait alors
neN

VneN ()= fulu) 2 5 >0

e

ce qui contredit la limite simple de f,, vers f. Par suite



[fn = flloe ——0
n—00

Remarque : Ce résultat est connu sous 'appellation de théoréeme de Dini.
2. La fonction f est uniformément continue sur [a;b]| d’aprés le théoréme de Heine. Soit € > 0.
On a
I >0 | V(wy) €lad] fe—yl<n = |fl@)-fy)<e
<

Considérons une subdivision a = ay < a; < ... a, = b telle que |a;41 —a;] < n pour
i€[0;p—1].Soit x € [a;b]. lexiste t € [0; p— 1] tel que x € [a;;a;4+1]. Par suite

[f (@) = ful@)] < [f(2) = flai)] + |f(ai) = fola] + [ fulai) = fu()]
Par convergence simple de f, vers f, on a
INeN | VvneN n>2N = |fula;)— fla;)| <e et |fulair1 — flaiz1)| <e
Ainsi, pour n > N et en utilisant la croissance de f, on trouve
|f(2) = fu(@)] < 2 + fulaisr) — fulai)
< 28 + | fulai = flas)| + [f(ainr) = flai)l + [f(as) = falas)| < 52

Le choix du seuil N étant fait indépendamment de x, on a donc établi

1o = flloo —=0
n—00

Remarque : Il s’agit du deuxiéme théoréme de Dini.

x
3. Pour n assez grand, on a 1 + — > 0 et
n

Vr e R fn(x) = exp [n In <1 + %)} =exp [z +o(l)] — e”

n—oo

Soit n entier non nul. Posons

Ve e]—n;n| on(z) =1n <@+Tlﬂ<j)) =(n+1)ln <1—|— nf—l) —nln <1+%>
Par dérivation, on trouve
Veel-ninl @) = e o (0 =0

Ainsi, la fonction ¢,, décroit sur | —n ;0] s’annule en zéro puis croit sur [0;n[. Soit [a;b] un
segment, il vient

vn = max(|a|, b)) Vze[a;b] Cl-n;n]  fan(z) = ful2)

Ainsi, par application du théoréme de Dini, on conclut

Ya<b  ||fn—explloofan] — 0

n—oo

Remarque : Une preuve de ce dernier résultat sans recours au théoréme de Dini a été vue en
cours.



