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Feuille d’exercices n°31

Exercice 1 (*)

L’ensemble SL,(K) = {M € #,,(K) | det M = 1} est-il compact ?

Corrigé : On pose Vp e N M, =1, +pE;,

On a (M,), € SL,(K)N et ||[M,| i oo ce qui prouve que SL,(K) est une partie non

bornée. Ainsi

L’ensemble SL, (K) n’est pas compact.

Exercice 2 (*)

Soit E un K-evn et K un compact et F C E.
1. Montrer que si F est un compact, alors F + K est un compact.
2. Montrer que si F est fermé, alors F + K est un fermé.

Corrigé : 1. Soit (z,), € (F + K)N. 1l existe ((an,by)),, (F x K)N telle que z,, = a, + b, pour
tout n entier. Par compacité de F x K, il existe ( extractrice telle que

(%(n)7 b(p(n)) m (a,b) e F x K

Ainsi Typn) ——a+beF+K
n—oo
On conclut ’L’ensemble F 4+ K est compact. ‘

Variante : Considérons f : E? — E, (z,y) — x + y. L’application f est linéaire et on a
V(z,y) € B2 [f(z, )l < llzll + llyll = ll(z, y)]lx

d’ou sa continuité. L’ensemble F X K est compact comme produit de compacts et par conséquent,
I'ensemble f(F x K) = F + K est compact.

2. Soit (7,), € (F+ K)N convergente. Il existe (a,), € FY et (b,), € KN telles que z,, = a, + b,

pour tout n entier. Par compacité de K, il existe ¢ une extractrice telle que b,,) —— b € K.
n—oo

Par suite, on a la convergence de (ay(,)), puisque

Vn € N Ap(n) = Tpn) — bg&(n) ———sa=1x—0b

n—oo

et par fermeture de F, il vient quea =x —b € F d'ot x =a+ b € F + K et on conclut

L’ensemble F + K est fermé.




Exercice 3 (*)
n

Soit A = {x = (21,...,2,) ER? | Y a; < 1}. L’ensemble A est-il compact ? Connexe par arcs ?
i=1

Corrigé : On a clairement A C Bf(0, 1) boule unité pour la norme || - ||;. On pose ¢ : R* —
n
R,z +— xp et ¥ : R" - R,z — > z; — 1. Ces applications sont polynomiales donc continues et

1=1
on a

A= ({0 N () @' ([05+00])

Par conséquent, 'ensemble A est un fermé borné de R™ espace de dimension finie donc A est
compact. C’est un ensemble convexe puisque pour x et y dans A, on a

VAE[0:1] YA+ (1-Nyi=1
=1 i=1

Ainsi ’L’ensemble A est compact et connexe par arcs.

Exercice 4 (*)

Soit E = 4, (K) et & I'ensemble des matrices de projection de E. I’ensemble & est-il fermé ?
Compact 7 Connexe par arcs?

Corrigé : Dans ce qui suit, on suppose n > 2 (le cas n = 1 présente peu d’intérét). On pose
¢ : E — E,M — M2 — M. L’application ¢ a ses fonctions coordonnées polynomiales ce qui
prouve que ¢ est continue et comme on a & = ¢~ ({0}) image réciproque d’un fermé par une
application continue, on conclut que

| L’ensemble & est un fermé. |

On pose Vp € N M, = Ei1 + pEg,
On vérifie sans difficulté que (M,), € PV et |M,||.c — +00 ce qui prouve que Pensemble &
p—+o0

n’est pas borné et par conséquent

’L’ensemble 2 n’est pas compact.

Remarque : Il faut n > 2 mais le cas n = 1 ne présente que peu d’intérét.

Enfin, on a det & = {0, 1}. En effet, comme 0 et I, sont éléments de &, on a {0,1} C det &
et I'inclusion réciproque découle du fait que I'unique projecteur injectif est I'identité, donc toute
matrice de projection qui n’est pas I, est de déterminant nul. Comme l'image directe de & par
I’application continue det n’est pas connexe par arcs, on conclut que

’L’ensemble & n’est pas connexe par arcs.

Exercice 5 (*)

[’ensemble des matrices diagonalisables de .#,,(K) est-il connexe par arcs?

Corrigé : Notons Z,,(K) l'ensemble des matrices diagonalisables de .#,,(K). Soit M € 2,,(K).



On pose p(t) = tM pour t € [0;1]. On a ¢ continue, & valeurs dans Z,,(K) avec p(1) = M et
©(0) = 0. Ceci prouve que [0;M] est inclus dans Z,,(K) et on conclut

’L’ensemble des matrices diagonalisables est étoilé donc connexe par arcs.‘

Exercice 6 (**)

Soit E un K-evn et A, B des compacts de E. Montrer que A U B est compact.

Corrigé : Soit (z,), € (AUB)Y. On a
N=z"1AUB)=z"1A)Uxz"!(B)

donc un des deux ensembles est infini. Supposons z~(A) infini. Il existe donc une extractrice ¢
telle que (zy(n))n est & valeurs dans le compact A. Par conséquent, il existe une autre extractrice
Y telle que (Zyop(n))n converge. On conclut

L’ensemble A U B est Compact.‘

Exercice 7 (*)

Soient E, F des evn et A C E et B C F des parties connexes par arc.
1. Montrer que A X B est connexe par arcs.
2. On suppose E = F. Montrer que A + B est connexe par arcs.

Corrigé : 1. Soient (a,b) € Ax B, (a/,b') € A x B et ¢, définies sur [0; 1] reliant contintiment
respectivement a & ' et b & b'. Par suite, 'application (¢, 1) relie continiment (a,b) a (a’,b’) et
est & valeurs dans A x B d’ou

’L’ensemble A x B est connexe par arcs. ‘

2. L’application f : E? — E, (z,y) = x + y est linéaire avec || f(x,y)|| < ||z|| + |lyl| = [(z,y)]
pour (z,y) € E? d’ou sa continuité. L’ensemble produit E? est connexe par arcs et comme
A + B = f(E?) est I'image directe d'un connexe par arcs par une application continue, on
conclut

’L’ensemble A + B est connexe par arcs.‘

Exercice 8 (**)
Soit E un K-evn, F un fermé et K un compact non vides et disjoints. On note

d(K,F) = Inf flz—y

(z,y)eKxF

Montrer d(F, K) > 0.

Corrigé : Supposons d(K,F) = 0. Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, on
dispose de (7, yn)n € (K x F)N telle que

0 = gll —— (K, F)

Par compacité de K, on dispose de ¢ extractrice telle que x,,) —— = € K. Par suite, il vient
n—oo

Yo(n) = Yoln) =~ Top(n) + Lo(n) = 0(1) + Tpp(n) —— @



La suite (Yy(n))n convergente est & valeurs dans F. Par fermeture de F, on en déduit € F d’ou
x € FNK ce qui contredit le caractére FN K = @. On conclut

d(F,K) >0

Variante : On a

Vee K  d(z,F) = Inf |z —y|| = dK,F) = Inf d(z,F) > d(K,F)
Yy x

Puis V(z,y) e KxF  d(z,F) <]z —y| = In}f{ d(z,F) < d(K,F)
S
Ainsi In}f{ d(z,F) = d(F,K)
ze

L’application x +— d(z, F) est 1-lipschitzienne donc continue. Comme K est compact, d’aprés le
théoréme des bornes atteintes, on obtient

dJreK | d(z,F)=dK,F) e 2¢F = d(z,F)>0

On conclut d(F,K) >0

Exercice 9 (**)

Soit E un K-evn. Montrer que si S(0, 1) est compacte, alors Bf(0, 1) I'est aussi.

Corrigé : Soit (z,,), € B;(0,1)N. Si la suite stationne a 0 a partir d’un certain rang, alors 0 est
valeur d’adhérence. Dans le cas contraire, on peut supposer, quitte a extraire, que la suite (x,),
est & valeurs dans (B#(0,1) ~. {0}))". On pose

Tn

[l

La suite (yy), est a valeurs dans le compact S(0,1). Ainsi, il existe ¢ extractrice telle que (y,(n))
converge vers un y € S(0,1). Par ailleurs, la suite (||z,(,||) est a valeurs dans le compact [0;1
et donc il existe une extractrice v telle que

Vn eN Yn =
]

1% o) I —oac [0;1]

Il s’ensuit Toov(n) = [Toowm) [Ypop(n) —— ay
On conclut Si S(0,1) est compacte, alors B¢(0,1) lest aussi.

Exercice 10 (**)

Soient E, F des evn, f € €(E,F) et (K,,)nen une suite décroissante de compacts de E.

Montrer que / (m Kn) = ﬂ f(Kz)

neN neN

Corrigé : On suppose les compacts K,, non vides sinon le résultat est trivial. On a clairement

f <ﬂ K,| C ﬂ f(K,). Soit = € ﬂ f(K,). Il existe a, € K, pour tout n entier tel que

neN neN neN
= f(a,). Comme (a,), € K, il existe une extractrice ¢ tel que aym — a € Ko. Par
n—oo



continuité, on a donc x = f(aym) —— f(a). Montrons que a € ﬂ K,,. Soit p entier. On a
n—oo
keN
p(n) —— +00 d’ott @(n) > p pour n assez grand donc (a,(m)), & valeurs dans K, pour n assez
n—o0

grand d’ott a € K, par fermeture de K, et ce pour tout p. On conclut

f(ﬂ&J:HHM)

neN neN

Exercice 11 (**)

Soit E = €([0;27],R) muni de la norme || - ||o. Montrer que la boule unité fermée n’est pas
compacte. On pourra considérer la suite (f,), avec f, : t — cos(nt).

Corrigé : Soit (n,p) € N* x N avec n # p. On trouve

Ifu = Folla=V2r et |lfulla= V7

Supposons qu’il existe ¢ extractrice telle que (fw(n))n converge dans B(0, /7). Alors
Hf<p(n+1) - fgo(n)H2 = ﬁ < Hfgo(n—i-l) - f“2 + Hf - fgo(n)”2 m 0

ce qui est absurde. On en déduit que Bf(0, \/7) n’est pas compacte et quitte a considérer la suite

(fu/\/T),,, on conclut

’La boule unité fermée de E n’est pas compacte.‘

Exercice 12 (**)

Soit E un K-evn, U un ouvert et K un compact avec K C U. Montrer qu’il existe r > 0 tel que
Vee K  B(zx,r)CU
Corrigé : Si K est vide, le résultat est immédiat. On suppose K non vide et on pose
Ve € E o(x) =d(z,E\U)

C’est une application continue sur E car 1-lipschitzienne. Par conséquent, 'application ¢ atteint
un minimum sur K en a € K et comme a ¢ E \ U fermé, il s’ensuit

vla) =d(a,EXU) >0
On pose r = ¢(a). Soit x € K, on a d(z, E \ U) > r. Par conséquent, pour y ¢ U, on a
d(z,y) = inf.gud(z,2) =d(z, EXU) > r

ce qui prouve E~NUCENB(z,r)
Par complémentation, on conclut

Ir>0 | VeekK B(z,7) Cc U

Variante : Par I'absurde, supposons

Vr >0 dJreK | B(z,r)¢ZU

d’otr Vn >1 dz, € K | B(z,,1/n) ¢ U

La suite (x,), est a valeurs dans K compact d’ou lexistence d’une extractrice ¢ telle que
Tym) — x. Par ailleurs, pour tout n > 1, on a B(x,,1/n) ¢ U d’ou l'existence de y, €

n—o0



B(zn,1/n) N U. On a ||24m) — Yom)l| —— 0 d’0l Yy — 2. Or, la suite (y,), est a valeurs
n—oo n—oo
dans E \ U fermé d’ou z = lim y,,) € E X U ce qui contredit z € K C U. Le résultat suit.

n—+oo

Exercice 13 (**)

Soit E un R-evn de dimension finie n > 2 ou infinie. Montrer que la sphére unité est connexe
par arcs.

Corrigé : Soit (a,b) € S(0,1)> et t € [0;1]. On a
(1—tla+th=0 <= a=boua=—b
car a et b sont normés. On suppose a # —b. On pose
(1—t)a+tb
(1 —t)a +tb||
L’application ¢t — (1 — t)a +tb = a + t(b — a) est continue sur [0;1] en tant qu’application
||b — a||-lipschitzienne. Pour ¢t € [0;1], on a

ve(0i1]  el)=

1
A=Bat+th=0p < (I-tha=—th — (I-t)fa]=tp] = t=3

et on en déduit a = —b ce qui est exclu. Ainsi, 'application ¢ — est bien définie,

1
|(1 —t)a + tb||
continue sur [0;1] comme inverse d’une fonction continue qui ne s’annule pas. Par conséquent,
'application ¢ est un chemin continu & valeurs dans S(0, 1) tel que ¢(0) = a, ¢(1) = b. Sia = —b,
il suffit d’intercaler un point intermédiaire ce qui est possible puisque dim Vect (a,b) = 1 < dim E
et on peut donc choisir ¢ ¢ Vect (a) normé. Ainsi

’La sphére unité est connexe par arcs. ‘

Remarque : En dimension 1, le résultat est faux puisqu’avec E =R, on a S(0,1) = {—1,1}.

Exercice 14 (**)

Soit I intervalle de R non vide non réduit a un point et f : I — R continue et injective. Montrer
que f est strictement monotone.

Corrigé : On pose X = {(z,y) € I? | z < y} et
Viz,y) e X ple,y) = fx) = fy)

L’ensemble X est clairement convexe donc connexe par arcs. L’application ¢ est continue car
composée de fonctions continues. Par conséquent, 'ensemble p(X) est une partie de R connexe
par arcs avec 0 ¢ ¢(X). C’est donc un intervalle inclus dans |0;+oc0| ou dans |-c0;0[. On
conclut

’La fonction f est strictement monotone.‘

Variante : On peut résoudre l'exercice de maniére élémentaire. Si f n’est pas strictement
monotone, il existe (z1,y1) € I avec xy < y; et f(x1) = f(y1) et (zo,92) € I? avec xy < yo et
f(z2) < f(y2). On pose
Vit e [0;1] W(t) = f((1 = t)xy + tag) — f((1 — )y + tys)
L’application 1 est continue avec 1(0) > 0 et ¥(1) < 0 d’ou V'existence de ¢y € [0;1] tel que
Y1)

Y(ty) = 0. Notant (xo,y0) = (1 —to)(z1,91) + to(z2,92), on a f(x9) = f(yo) avec zy < yo ce qui
contredit 'injectivité de f.



