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I Convergence d’une série entiére

1 Définitions

Définition 1. On appelle série entiére de la variable complexe z toute série de terme général
an 2" ot (a,), est une suite complexe. On la note > a,z".

Exemples : 1. > 2", a,, = 1 pour tout n € N.
2. 322" ay, = 0 et ag, 1 = 1 pour tout n € N.

Théoréme 1 (Lemme d’Abel). Soit > a,z" une série entiere et soit zg # 0. Si la suite

(an2y)n est bornée, alors pour tout z compleze tel que |z| € [0;|z0] [ la série Y a,z" converge
absolument.
Démonstration. Soit z € C tel que |z] < |z0|. On a
n n
z z
Vn e N la,2"| = lapnzy] |—| = O(1)|—
20 <0
. z " 2 2 . z . .
La série > |—| est géométrique convergente car 0 < |—| < 1. Le résultat suit. [
20 20

Définition 2. On appelle rayon de convergence de la série entiére Y a,z" la quantité R définie
par

R = Sup {r e R, | (a,r"),, bornée }

Le rayon de convergence R est & valeurs dans R, =R, U {+o0}.

Remarques : 1. L’ensemble {r € R, | (a,r") bornée } est non vide puisqu’il contient néces-
sairement zéro.

2. Les séries Y a,z" et > a,z" ont méme rayon de convergence.
nz=ng
N
Exemples : 1. Pour > a,z" série entiére polynomiale, le rayon de convergence est R = +o00.
n=0

2. La série entiére Y z" a pour rayon de convergence R = 1. Pour » > 0, on a

(r™),, bornée <<= r <1

Dot {r>0,(r"), bornée } ={r >0, r <1} =[0;1]

Le résultat suit. Plus généralement, pour a € C*, la série entiére » a™z" a pour rayon de
convergence R = 1/ |a| puisque

anrn:O(l) “— ’ar|<1 e 7’6[0;1/|a|]

3. La série entiére > nz™ a pour rayon de convergence R = 1. Par croissances comparées, on a
pour r = 0

(nr™), bornée <= r <1

d’otl {r =20, (nr"), bornée} = {r > 0,r <1} =[0;1]

Passant a la borne supérieure, le résultat suit.
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4. La série entiére Z—' a pour rayon de convergence R = +00. Pour r > 0, notons u,, = ] et
utilisons le critére de d’Alembert. On a
u pntt n! r
ntl X — = = o(1)
Up, (n+1)' rn n 4+ 1 n—=+too

Tn n
On en déduit que Z—' converge pour tout » > 0 d’ou (—) de limite nulle donc bornée pour
n! n

n!
tout r > 0 d’ou R = +00.

Définition 3. Soit Y a,2" une série entiére de rayon de convergence R > 0. On appelle in-
tervalle de convergence de Y a,z" lintervalle ouvert | —R ;R [ et on appelle disque ouvert de
convergence [’ensemble D(0,R) = {z € C : |z| < R}.

Exemple : 1. L'intervalle de convergence de > 2™ est | —1;1].

: z
2. L’intervalle de convergence de Z—' est | -00;+00 .
n!

2 Modes de convergence

Théoréme 2. Soit Y a,z" série entiére de rayon de convergence R.
1. Si|z| > R, la suite (a,z") n'est pas bornée et » a,z" diverge grossiérement ;

2. 510 < |z| <R, la série > a,z" est absolument convergente.

Démonstration. 1. Immeédiat par définition de R.
2. Soit 7o € ]|z ;R[. Ainsi, la suite (a,ry), est bornée et d’aprés le lemme d’Abel, la série
> a,z™ converge absolument. ]

FIGURE 1 — Disque ouvert de convergence

Remarque : Le cercle C(0,R) = {z € C : |z| = R} est parfois appelé cercle d’incertitude.

Corollaire 1. Soit > a,z" série entiére de rayon de convergence R et zy € C.
1. 81 a,zy converge, alors |z] < R;
2. 81 anzl diverge, alors |zo| > R.
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Démonstration. 1.S1)) a,z converge, alors > a,z ne diverge pas grossiérement d’oi |zp| < R.
0 5 0

2. 51 a,zl diverge, alors ) a,z{ ne converge pas absolument (puisque la convergence absolue
0 ) 0

implique la convergence) d’ot |z| > R. O
z?’L

Exemple : Pour la série entiére Y — la convergence en z = —1 et la divergence en z = 1
n}ln

permettent d’en déduire R = 1. Ceci illustre également I'incertitude sur le cercle C(0, R).

Théoréme 3. Soit > a,z" série entiére de rayon de convergence R avec a, # 0 & partir d’un

(15 . — 1 ‘
+1 ) admet une limite ¢ dans R, alors R = 7 avec la convention
an |/,

R=0si¢{=100 et R=+00 si ¢ =0.

certain rang. St la suite (

Démonstration. Soit r > 0. On utilise les résultats du corollaire [I] sur la série ) a,,r™. On pose
Uy, = |ay| 7™ pour n entier. On a

Un+1
Unp,

Ap+1
r

rf

an, n—00

D’aprés le critére de d’Alembert, on a :
— Si ¢ =0, alors la série converge (absolument) donc R > 7 et ceci a lieu pour tout r > 0
d’ou R = +00;
— Si ¢ = +o0, alors la série diverge (grossiérement) d’ott » > R et ceci a lieu pour tout
r > 0donc R=0;
— Sile€]0;+00]:sifr > 1, la série diverge (grossiérement) donc

r>1/{ = r>=R

donc R < 1/0 et si fr < 1, la série converge (absolument) d’on R > 1/¢; on conclut

R=1/¢
O
Compléments : Pour une série lacunaire du type Y a,,2”"*? (p entier non nulet ¢ € [0; p—11])
avec a, # 0 a partir d'un certain rang, on procéde de méme en posant u, = |a,|r""? pour
r > 0.
QAn+1
Supposons L N
a,n n—oo
. Un+1 n+1
ainsi UARS e P OrP
un aTL n—roo

D’aprés le critére de d’Alembert et le corollaire [T, on obtient :
— Sil =0, alors R = +00;
— Si = +00, alors R =0;
— Sile]0;+00]:silrP > 1, la série diverge (grossiérement) donc
r>1/0" = r>R

donc R < 1/0Y/7; si frP < 1, 1a série converge (absolument) d’ott R > 1/¢%/? et on conclut

R=1/0/r
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ADans les deux configurations présentées ci-avant, on distingue strictement les cas pour in-
voquer le critére de d’Alembert puis on conclut largement sur R qui est une borne supérieure.

Z?n T2n
Exemple : . Pour r > 0, on pose u,, = ———. On trouve
ple: 3 o P Jn2n
Unr | n_r? . r?

T2 7nZn

e si > <l <<= r< \/5, alors 22—n converge absolument d’ou R > V2.
2 2n

r z

o si 5 >1 <— r> \/5, alors Zz—n diverge grossiérement d’ou R < V2.

Théoréme 4. Soit Y a,z" série entiere de rayon de convergence R > 0. La série entiére
converge normalement sur tout disque fermé de centre O de rayon r < R.

Démonstration. Soit D;(0,r) = {2 € C : |z| <r} avec r < R. Par propriété de | - ||~ sur
Sup |apz"| = |ay| "
z€D¢(0,r)
La série Y a,r™ converge absolument et le résultat suit par comparaison. ]
y/\
4 \
’ r \
4 \
0 \
l 1
: —— T
1 1
\ 1
\ 1
\ 1
AY 4
A ’
Y ,/

FIGURE 2 — Convergence normale sur D¢(0,7) pour r < R

AAvertissement : Il n’y a pas en général convergence normale sur D(0,R). 1l suffit de
considérer I'exemple de la série entiére > 2.

Corollaire 2. La somme d’une série entiére de rayon de converge R > 0 est continue sur son
disque ouvert de convergence.

Démonstration. La série entiére » a,z" est une série de fonctions z +— a,2" continues sur C
(polynomiales) qui converge normalement sur tout disque fermé de centre 0 de rayon de r < R.
Ainsi, la somme est continue sur tout disque fermé de centre 0 de rayon r < R et donc sur le
disque ouvert D(0,R). O
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+00 1
Exemple : On a S(z2) = > 2" = T, bour |z| <1.Ona S € ¥(D(0,1),C) ce qu’on sait par
n=0 -z

ailleurs puisqu’il s’agit d’une fonction rationnelle. On peut remarquer que la quantité ] est
—z
+00
bien définie pour z = —1 mais qu’on ne peut pas substituer z par —1 dans > z" puisque la
n=0

série associée y serait grossiérement divergente.

3 Propriétés

Proposition 1. Soit A € C*. Les séries enticres Y a,z", Y (—1)"a,z™ et > Aan,z" ont méme
rayon de convergence.

Démonstration. Soit r > 0. On a
(anr™), bornée <= ((—1)"a,r"), bornée <= (Aa,r"), bornée

et le résultat suit. O

Proposition 2. Soient Y a,z" et Y b,2" des séries entieres de rayon de convergence Ry et Ra.

Si a, = O(by,), alors Ry > Rs.

Démonstration. Si Ry = 0, ¢’est immédiat. Supposons Ry > 0. Soit » € [0; R [. On a
a,r" = O(b,r") = O(1)

Ainsi r<Ry, = r<R;
autrement dit [0;R2[C[0;Ry]
Passant a la borne supérieure, on obtient Ry < R;. O

Remarque : Si R = +00, la notation [0; R] désigne simplement R,.

Exemples : 1. Y 2" et > 272"

2.3 20> <i%) 2"y nz".

k=1

Proposition 3. Soient (a,)n, (bn)n des suites complezes. Sia, ~ by, alors les séries entiéres
n—-+oo

> anz™ et > b,z" ont méme rayon de convergence.

Démonstration. On a a,, = O(b,) et b, = O(a,) et le résultat suit. O
2

1 n
Exemple : Rayon de (1 — —> 2". On a

n=1 n

2

1\" 1 1 1 1 1
<1——> = exXp [nQIH <1——)} = exp {712 <____+O<_>>} ~ e "3
n n n  2n? n? n—r+00

Il s’ensuit que R =e.
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IT Opérations sur les séries entiéres

1 Somme de séries entiéres

Proposition 4. Soient Y a,z" et > b,2" des séries entiéres de rayon de convergence Ry et Ry.
Le rayon de convergence R de Y (a, + b,)z" vérifie R > min(Rq, Ry) avec égalité si Ry # Ry et
+00

+oo +00o
Vz € D(0, min(Ry, Ry)) do(an +b,)2" = D an2™ + D by2"
n=0 n=0

n=0

Démonstration. Pour r € [0;min(R;, Ry) [ (si min = 0, il n’y a rien a faire), on a

a,r" =0(1) et b,r"=0(1) = (a,+0b,)r" =0(1)

d’ou r € [0;min(R;,Re)[ = r€[0;R]

autrement dit [0;min(R;,R2)[ € [0;R] et passant a la borne supérieure, il s’ensuit R >
min(Ry, Ry). Par linéarité de ¥ car convergence (absolue), on a
+00 oo oo
Vz € D(0, min(Ry, Ry)) Y(an +b)2" =D a4+ > by2"
n=0 n=0 n=0
Supposons Ry # Ra, par exemple Ry < Ry et soit € |R;;Ra[. Sir <R, on a
(@ +b)r" =0(1) = (an+b, —by)r" = a,r" = O(1)

ce qui implique » < R; et qui est absurde d’ot1 » > R autrement dit, avec un argument de
symétrie de role, pour R; # Rs

r>min(R;,Ry) = 7r >R

c’est-a-dire | min(Ry, Ro) ; +00 [ C [R; +00 [ et passant a la borne inférieure, on trouve min(Ry, Rp) >
R ce qui prouve I'égalité si R; # Ras. m

Remarque : Si R; = Ry, on ne peut dire mieux (prendre a,, = —b, = 1 puis a,, = b, = 1).

2 Séries entiéres dérivées, intégrées

|Théoréme 5. Les séries enticres Y a,2" Y _na,z" ont méme rayon de convergence. |

Démonstration. Notons Ry le rayon de convergence de Y a,z" et Ry celui de Y na,z". Comme
la,| < nla,| pour n > 1, on a R; > Ry. Considérons ensuite » € [0;R1[ (si Ry =0, il n’y a
rien de plus a faire). Soit A € |r; Ry [. On a

na," = @\ X n (%) =om)=00)

A
=0(1) e
d’oil re[0;Ri[ = re[0;Ry]
Ainsi, on a Ry < Ry et on en déduit I'égalité R; = Ro. O

Corollaire 3. Les séries entiéres > a,z" >, nfa,2z" avec k € Z ont méme rayon de conver-
(1)

gence.
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Démonstration. Notons Ry le rayon de convergence de la série Y nfa,2" pour k € N. On a
Sonktla, 2" = Y n x n*a,z" d'ot I'égalité Ry, = Ry, 1 d’aprés le théoréme précédent. Ainsi, la
suite (Ry)x est constante. On procéde a I'identique en notant R_; rayon de convergence de la
série > n~*a,z" pour k € N. O

n=1

Définition 4. Soit Y a,z" une série entiere. On appelle série entiére dérivée premiére la
. _ PR . n! _
série > na,z""' et pour tout k € N*, série dérivée k-ieme la série Z—|anz” 7 =
n>1 n=k (7’L _ k)
(n+k)! "
Z—'aan 0
n!

Corollaire 4. Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Toutes ses séries
dérivées ont méme rayon de convergence R.

Démonstration. Soit r > 0, on a clairement
(na,r™), bornée <= (na,r"'),>1 bornée

n—1

Ainsi, avec le résultat du théoréme |5 les séries » a,z" et > na,z" ' ont méme rayon de

n=1
convergence. Par récurrence immeédiate, on en déduit que toutes les séries dérivées ont ce méme

rayon de convergence. O]

Remarque : Soit (u,v) € Dy(0,7)? avec r € [0;R[. On a

S(u) — S(v) = +ic;an(u" —v") = (u — v)i)an:;;ukvnlk

+0o0o
D’otl IS(u) — S()| < Ju—v| > nla,|r"*

n=1

puisque la série entiére > na,z""' a méme rayon de convergence que Y .a,z". Ainsi, S est
n=1

lipschitzienne sur tout disque fermé inclus dans D(0,R) donc sur tout compact inclus dans
D(0,R).

Qn

Corollaire 5. Les séries entiéres Y a,z" ety 12”“ ont méme rayon de convergence.

n -+

Démonstration. Conséquence du corollaire précédent. O

3 Produit de Cauchy de séries entiéres

Théoréme 6 (Produit de Cauchy de séries entiéres). Soit > a,z" et Y b,z" des séries
entiéeres de rayon de convergence Ry et Ry. Alors le rayon de convergence R de > c,z" avec

n
Cn = Y agb,_r vérifie R > min(Ry, Ry) et
=0

+00 +00 +00
Vz € D(0, min(R4, Rs)) e = (z anz”) (Z bn,z")
n=0 n=0 n=0

B. Landelle 8 ISM MP




Démonstration. On suppose min(R;, Ry) > 0 (sinon il n’y a rien a faire). Soit r € [0;min(R;, Ro) [.
On a > a,r™ et > b,r™ absolument convergentes d’ou, par théoréme sur le produit de Cauchy,

n
la série > Zakrkbn_kr”k> = > ¢,r" converge absolument donc r < R d’aprés le corollaire
k=0

+00 +00
Il s’ensuit que R > min(Ry, Ry). Puis, pour z € D(0, min(Ry,Rs)), on a > a,z" et > b,2"
n=0 n=0
absolument convergentes d’oi1 par théoréme sur le produit de Cauchy
+00 +0o0 +0o0
doep2 = < > anz”> ( > bnz”>
n=0 n=0 n=0
O

Remarque : On peut avoir R > min(R4, Ry) avec . X (1 — z) ou R = min(R4, Ry) avec
1

1—2z

—Z

1 x

III Somme d’une série entiére d’une variable réelle

1 Continuité, Abel radial

Théoréme 7. Soit > a,x™ série entiére d’une variable réelle de rayon de convergence R > 0
et soit S sa somme, i.e.

+00
Ve €] -R;R] S(x) = > apz"
n=0

La série entiére Y an,x"™ converge normalement sur tout segment inclus dans | —R;R[ et la
somme S est continue sur | —R;R[.

Démonstration. Spécialisation des résultats énoncés dans D(0, R). O

Exemples : 1. > z™ a pour rayon R = 1.

n

x

2. > (—1)"— a pour rayon de convergence R = 1 d’oil la continuité de S sur | —1;1[. Peut-on
n=1 n

étendre ce résultat aux bornes? En x = —1, la série diverge. En x = 1, la série converge car

verifie le critére des séries alternées. Il s’agit donc d’une série de fonctions continues sur [0;1]
qui converge uniformément puisque, d’aprés le théoréme sur le reste des séries alternées, on a

Vn,2) e Nx [0:1]  [Ru(z)| < n%l

On conclut que la somme S est continue sur [0;1] donc sur | —1;1]. En fait, ce comportement
au bord est plus général comme l'illustre le résultat suivant.

Théoréme 8 (Théoréme d’Abel radial). Soit > a,x™ une série entiére de rayon de conver-
gence R € ]10;+00[. On suppose que Y a,R™ converge. Alors, on a

+0o0 +0o0
Yoapz” — Y a,R”
n=0 R p—p

+00
Démonstration. On note px = > a,R™ pour N entier. On a pour = € [0;R[ et N entier
n=N
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o= e ()= £ e ()

n=N

Les séries Y pn <%> et > pni1 <%> convergent (leurs termes généraux sont des o (%) ) et

par linéarité du symbole somme, on effectue la transformation d’Abel

P R W A IR R

n=N+1

Soit € > 0. On dispose de ng entier tel que |p,| < & pour n > ng. Ainsi, pour N > ng

Faw|<er 2 [(2) - (5)

Par conséquent, la série Y a,z" converge uniformément sur [0;R[. D’aprés le théoréme de
double limite, on conclut

Ve [0;R]

T N
gé‘f‘é(ﬁ) < 2e

Z ATt —— Z a,R"™

n=0 =R =0

O

Remarque : Le résultat dit finalement que la somme S est continue en R. On pourrait aussi
observer qu’on a la convergence uniforme sur [0; R ] de la série de fonctions continues sur [0; R ].

xn +00 (_1)71
Exemple : On retrouve > (=1)"— >
n n=1 n

2 Intégration

Théoréme 9. Soit > a,x" série entiére d’une variable réelle de rayon de convergence R > 0.

Alors
v R:R x(m / ) dt = 51
z€l | /0 nZ::OCL nz::[)n + 1:6

Démonstration. Notons u, : t — a,t™ pour (n,t) € N x | —=R;R[. Pour une série entiére,
on a convergence normale donc uniforme sur tout segment inclus dans l'intervalle ouvert de
convergence. Ainsi, pour x € | —R;R/[, la série > u, est une série de fonctions continues sur
[0;2] (ou [x;0]) qui converge uniformément sur [0;x] (ou [z;0]) d’ou

/0”” (:i;un(t) dt) = :i; :un(t) dt

Exemple : On a

Z 400 +00 T +00 1
Vee]-1:1] —ln(l4z)= | S (=1)"+indt = z(—wﬂ/ A= 3 (—1)mH
0 n= 0

A 3 4 Tt A X (_1)71
Pour z = 1, on a vu que le résultat se prolongeait et on retrouve 'égalité »  —— = —1In(2).
n=1 n
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3 Dérivation

Théoréme 10. Soit Y a,x™ série entiére d’une variable réelle de rayon de convergence R > 0.

+00o
Soit S sa somme, i.e. Ve €] -R;R]| S(x) = > apa”
n=0
Alors S est de classe € sur | =R ;R [ et pour tout k entier
e 0 (n+k)!
_ . (k‘) _ o n—k __ N n
Ve €| -R;R] S (m)—gk(n_k)!anx —nZ::O T Ok
(n)
En particulier Vn e N ap = > '(0)
n!

Démonstration. Notons u, :  +— a,z" pour (n,z) € N x |=R;R[. D’aprés le corollaire
la série entiére Y a,z" et ses séries entiéres dérivées » ———

(n— k)
n>k .
convergence. Pour une série entiére, on a convergence normale donc uniforme sur tout segment
inclus dans l'intervalle ouvert de convergence. Pour k entier, la série ) u, est une série de
fonctions de classe €% sur | =R ;R [ telle que Zug) converge uniformément sur tout segment
dans | =R ;R [. Comme ceci vaut pour tout k entier, la fonction somme S est de classe € et

a,z"F ont méme rayon de

+00
on a S*) = Zu;’“) pour tout k entier. ]
n=0
1 d [t +00 +00
E le : Vee]—1;51 —:—[ =S — [z = n—1
xemple x €| [ 0= nz::Ox nzz:odx [x"] nz::lnx

IV Développement en série entiére

1 Série de Taylor

Dans ce qui suit, A désigne une partie de C et I désigne un intervalle de R.

Définition 5. Soit f : A — C et r > 0. On dit que f est développable en série entiére sur
D(0,7) C A s’il existe une série entiere Y a,z" de rayon de convergence R > r telle que

Vz € D(0, ) flz) = +Zo:oanz"

La série Y a,z" est le développement en série entiére de f sur D(0,r).

Définition 6. Soit f : I — C et r > 0. On dit que f est développable en série entiére sur
| =r;r[ C1 s%l existe une série entiere Y a,z" de rayon de convergence R > r tels que

Ve e]—r;r| f(x)zij)anx”

La série Y a,z" est le développement en série entiére de f sur|—r;r|.

Exemples : 1. La fonction = +— est développable en série entiére sur | —1;1].

— X

2. La fonction « — —In(1 — x) est développable en série entiére sur | —1;1].
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Définition 7. Soit v > 0 et f : I — C de classe € avec | —r;r [ C L La série ) —
n!

est appelée série de Taylor de f en zéro.

Théoréme 11. Soit f : 1 — C et r > 0. Si [ est développable en série entiére sur | —r;r|,
alors f est de classe €°° sur | —r;r| et
+oo £(n)(()
Ve e|—r;r| f(x)zzf—ma:”

n=0 Tl'

Démonstration. Conséquence immédiate du théoréme En effet, la fonction somme définie
sur | =R ;R [ coincide avec f sur | —r;r [ et par conséquent, la fonction f est de classe € sur
| —r;r [ et les coefficients de la série entiére sont déterminés par la formule annoncée. ]

ARemarque : Le caractére € sur | —r ;r [ n’implique pas étre développable en série entiére.
Considérons la fonction f définie par

e 32 six #0

0 sinon

Vr e R f(x):{

y,\

FIGURE 3 — Graphe de f, fonction plate en 0

Par récurrence, on montre que f est de classe € sur R avec

P, (z) EEE ) 0
Vna) ENXR  f(g)=Q g ¢ 7 STEO e P, eR[X]
0 sinon
(n)
Ainsi Zf '(O)x":()#f
n!

Théoréme 12 (Unicité du développement en série entiére). Soient > a,z" et > b,z"
deux séries entieres d’une variable réelle de rayons de convergence respectifs Ry et Ry non nuls.
Soit a € ]0; min(Ry, Ro) | avec

+00 +00
Vr e€]0;a dapx™ = > by
n=0 n=0

Alors Vn € N an = b,

Démonstration. On note p = min(Ry, Rz) et on pose

+00

Ve el—pip[  S(x) = 2 (an —bn) 2"

n=0
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Par linéarité (car convergence), on a pour a € |0;p]
+00 +00
Ve el]0;a S(x) = > ax™ — > b =0
n=0 =0

La fonction S est de classe €°° sur | —p; p [ d’ot les dérivées en 0 & tout ordre sont en particulier
les dérivées a droite. On en déduit
SM0)  SM(ot)

Vn e N a, — b, = = =0
n! n!

]

Proposition 5. Soit r > 0 et f : I — C développable en série entiére sur | —r;r|[ C 1 et notons
> an,x™ son développement en série entiére sur | —r;r|.

1. Si f est paire, alors as, 1 = 0 pour tout n entier.

2. Si f est impaire, alors as, = 0 pour tout n entier

Démonstration. 11 suffit d’écrire pour tout f(z) — f(—x) = 0 pour f paire et f(z)+ f(—x) =
pour f impaire avec z € | —r;r [ et d’invoquer I'unicité du développement en série entiére. [

2 Développements en série entiére usuels

1 +00
Vee]—-1;1] T = S an
n:Eooxn

Voee]-1;1] In(l—2) = -3 —

Vee|-1;1] (1+4+x)* = 14 > " avec v € R
Vr e R e’ = —
Ve € R ch(z) = > —

Ve e R sh(z) = Y ———

Ve e R cos(z) = > (=)
Ve e R sin(z) = Z(—l)”—'

Le premier développement en série entiére est le résultat d'une somme géométrique convergente.
Celui de In(1 — z) s’obtient par intégration d’une série entiére. Pour celui de exp, ch, cos, ...
on peut utiliser 'inégalité de Taylor-Lagrange

n x | | ‘ ’n+1
R Tl 2
v e g k! (n+1)!
m ( 1)k 2k |x|2n+1
v R <
ve cos(®) = 2o | S @n g 1)
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N 2

FIGURE 4 — Graphe de sin et de sommes partielles de son développement en série entiéres

Détails de ces développements : (14+2)=ax(a=1)x...x (a—n+1)(1+z)*",

dan
—1)... (a— 1
Le coefficient afa ) ‘(a n+l) est parfois noté (Z) ce qui fournit ’écriture « naturelle »
n!
+00
(1+2z)* = Zo(z)x"
dr o d
e [e?] =e”, e [cos(z)] = cos (z +nF), ete. ...

ala—=1)...(a—n

Pour (1 + )%, le reste de Taylor est R, (z) = ' )/ (x —t)"(14+¢)* 1 dt et
n! 0

/Ox(a; — (1 + ) tdt = /Ox (‘f J_r ;)n (1+t)*tde

< |z|. En effet, pour x € [0;1[,ona |z —t| =2 —t < x < x+te = |z[|1+1 et

r—1
11t
pour z € | —1;0],ona |z —t| =t —x < (—x)t —x = |z||1 + ¢|. Puis, le critére de d’Alembert
permet d’obtenir

et

|Oé(04—1)~'-((¥—n)||x|n .0
n: n—>00

Le résultat suit.

Application : Détermination du développement en série entiére de Arctan z. On a

Vee]|—-1;1] Arctan = Arctan 0 +/ % [Arctan t] dt
0

T +o0 +00 (_1)nx2n+1
= —rerdt = Y
0 nZ::O( ) nZ::o 2n+1

3 Exponentielle complexe

. L. .. » z"
Proposition 6. La série entiere Z—' a pour rayon de convergence R = +o0.
n!

Remarque : En particulier, on a 2™ = o(n!) pour tout z € C par convergence de la série
exponentielle.
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Définition 8. La série entiére E—| est appelée série exponentielle de la variable complexe z.
n

Sa somme est appelée exponentielle 'Complexe el notée e* ou exp(z), i.e.

VzeC e” = +OOZ—T
n=0T10:
+00 -
Remarque : Pour z € R, on sait que e” = Z—' Il s’agit donc d'un prolongement de
n=0T:
I’exponentielle réelle a C.
Proposition 7. 1. Y(z1,29) €C?  est?2 = g71e™
1

2.VzeC e*£0 e e F=—

eZ
8. V(r,y) e R?  e™M¥ =e%W¥ =e? (cos(y) + isin(y))

N . Zn Zn ~ 2 ~
Démonstration. 1. Les séries Z—l' et 2—2' convergent absolument. D’apreés le théoréme sur le
n! n!

produit de Cauchy (pour séries numériques), on a
o0 o1 +00 Z”) +00 n Zk Zn_k +00 1
1 2 1 %
— —= | = - | = 21+ 2
(S ED-E(Eiatn) - Satrwr
D’ou I'égalité annoncée.
2.0nae*?*=ce?*xe?=e’ =1 et le résultat suit.

) +0oo (1y>n +oo +00
3. Par linéarité et = e {Z —'} =e” {Zany” + izbny"}
n=0 T n=0 n=0
i infl
— sl n pair —— si n impair .
avec a, = ¢ n! et b, = n! , la convergence ayant lieu avec pour
0  sinon 0 sinon
tout n entier |a,| < et |b,| < —. Le résultat suit. O

V Méthodes pratiques

1 Calcul d’une fonction somme et d’une somme numérique

400
Soit Y a,x™ série entiére d’une variable réelle de rayon de convergence R > 0 et S(z) = > a,z"

avec z € | —R; R [. Pour le calcul explicite de S(x), on utilise les techniques suivantes p01;r faire
apparaitre des séries usuelles :

— la linéarité si S(z) = A(x) :r;),
— la dérivation S'(x), l'intégration S
0
2
siz >0
— la transformation S(x) = SV) 2 ~
S(—v=z") siz<0
+00
Pour le calcul d’une somme numérique Y a,r™, on considére la série entiére » a,x™ en s’assu-
n=0

rant d’avoir r € | —R;R[.
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n
Exemple : Convergence et somme de 22—n Omn a

1

+00o
Vo e]-1;1 nelo -
x €| 1] nz::lnx 1=

o 1 :
Ainsi, en © = 3’ la série converge et on trouve

+00 1 +oo 1 n—1
()

Zon 2440 \2

2 Développement en série entiére d’une fonction donnée

Soit f fonction dont on cherche le développement en série entiére. Pour faire apparaitre des
fonctions sommes de séries entiéres usuelles, on peut :

transformer f (factorisation, somme géométrique, logarithme de produit, décomposition
en éléments simples etc. ...);

intégrer, dériver f;

passer en écriture complexe (si présence d’exponentielles) ;

résoudre un probléme de Cauchy de la forme

{a(t)x’ + b(t)x = c(t)
z(0) =z

avec a, b polynomiales et ¢ développable en série entiére.

—x=0

z(0) =1
Remarque : En réalité, cet exemple est essentiellement pédagogique et artificiellement simple
puisque l'existence de ’exponentielle comme solution d’un probléme de Cauchy n’a pas été

prouvée dans le cadre des programmes du lycée. Et pour démontrer le théoréeme de Cauchy
linéaire a 'ordre un, le plus simple est d’utiliser la fonction exponentielle . ..

Exemple : La fonction exp est I'unique solution du probléme de Cauchy {
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