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Feuille d’exercices n°48

Exercice 1 (**%*)

0 Vrs0 S = S =
n ==
pose x x P

1. Montrer que S est bien définie et de classe € sur | 0; +o0 [.

2. Déterminer lim S(z) puis un équivalent simple de S(z) pour z — +o0.
r—r+00

3. Déterminer une écriture intégrale de S(z) pour x > 0.

4. En déduire le comportement de S(z) lorsque x — 0.

Corrigé : 1. On pose  V(n,z) € N* x]0;+00] up(x) =

La série Y u, est une série de fonctions de classe €>°. On a
n=>1

_1\ntk.1k
. (k) . ( 1) + k'n
V(k,$)ENX]O,+OO[ Unp, (ﬁ)—m
Pour x > 0 et k entier fixés, on pose
k
u
Vu >0 = —
u p(u) (1 + uz)F+1
La fonction ¢ est de classe € sur | 0;+00 [ et par dérivation

, wF (1 +ux)® k(1 +ux) — (k4 Dau] oY1+ uz)® [k — 2u]
Va0 el = (T + w21 T Grwp

On en déduit que ¢ décroit sur [— ;+00 | et par conséquent, la série Zuﬁl) vérifie le critére des
xr n>1
séries alternées a partir d’un certain rang. Ainsi par contréle du reste d’une série alternée, on
k

obtient pour n assez grand (n > — assure la décroissance car on aura — > —)
a a

kl(n+ 1)k kl(n+ 1)k

. (k) _
v(k,z) € Nx ;00 ’R" (f")) STUH D) S [T (nt Da)F noreoe o(1)

, . . k .
On en déduit la convergence uniforme de Zu%) sur tout segment et comme cecl vaut pour tout
n=1

k entier, les conditions du théoréme de classe €* pour une série de fonctions sont satisfaites &
tout ordre d’out

Se¢=(]0;+00[,R)

(=)
 l4nzx

2. On pose V(n,xz) € N* x]0;+00] v ()

La série > v, vérifie le critére des séries alternées d’ou, par controle du reste
n>1



T 1
* . < <
V(n,z) € N* X ]0;+00 | |R”(x)’\1+(n+1)x\n—|—1

On en déduit la convergence uniforme sur |0;+o0 | de la série ) v, et comme on a

n=1
_ 1\
Up(z) —— u
Z—+00 n

on obtient, par théoréme de la double limite

$(2) = Sun(a) —— S
xS(z) = ) v, (x 5
In2
D’oi S(z) ~ ——=
T—+00 T

3. Soit x > 0 et N entier non nul. On a

N (—1)" Nl 1/ N 1 e N 1 (tx)N—H
-_— = —t")"dt = ( —tx") dt:/ dt + (-1 /—dt
712114'7” nzl/o (=) /0 n:1( ) o 1+1* (=1) o L+2*

1z \N+1 1 1
Or ogl/‘L—L——dtgl/)@ﬂN+1dt: > 0
0 0

1+ 1+ a(N+1) Noroo
1 _t;p
Ainsi Vo >0 S(x) = / dt
o 1+t
—tT
4. On pose V(z,t) € [0;+00[x]0;1] f(x’t):H—tx

Pour z > 0, on a t — f(x,t) continue sur |0;1] et pour t € ]0;1], z — f(x,t) continue sur R,
par théorémes généraux. Enfin

V(z,t) e Ry x]J0;1]  0<|f(z, )] <1

et la dominante ¢ — 1 est clairement intégrable sur ] 0;1]. Par continuité sous l'intégrale, on
conclut

1
S(:I; z—0 _5
Exercice 2 (***)
0 S(r) = 5
n pose (x) = n;1 o

1. Etudier la définition, la continuité et dérivabilité de S.
2. Déterminer un équivalent de S(zx) lorsque x — 17

I.TL

1—an
Les fonctions u,, sont définies au plus sur R~ {—1,1}. Pour || > 1, on a

n

Corrigé : 1. On pose V(n,z) e N* xR w,(x) =

T "
~ —_— —1

1 — 2" n—=to0 —" n—oo




n
n

~ |zl
n—+oo

t <1
et pour |z o

d’oti la convergence absolue de la série. On en déduit

‘ x

La fonction S est bien définie sur | —1;1].

Soit a € [0;1]. On a

L a”

Sl—Jz] T 1—a

x’I’L

1—2an

V(n,z) € N* x [—a;a] ’

On en déduit la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions continues Y u,
n>1
et par conséquent

Seé(]—-1;1[,R)

La série > u,, est une série de fonctions de classe ¢*. Par dérivation, on trouve

n>1
n—1
V(n,x) € N* x| —1;1] ul, () = (1nf D
Soit @ € [0;1[. Il vient
n—1
* . / na — _1_>
V(n,xz) € N* x [—a;a] lul, (x)] < =L =0 <n2

Ainsi, la série > u, de fonctions de classe €' converge simplement, la série Y u/, converge
n>1 n=1

normalement donc uniformément sur tout segment de | —1;1[ et par théoréme, on conclut

Se¢'(—-1;1[,R)

t

x
2. Soit z € ]0;1[. La fonction t — T est continue par morceaux sur [1;+o0 [, décroissante,

—x
t n

dt est de méme nature que la série »

— donc convergente.
n>1 — T

t

+00
x
positive. L’intégrale /
1 1 — T

Par comparaison série/intégrale, il vient

+00 t +00 +0o0o t
/ LAt <S(r) = —— + Sun(z) < — +/ Tt
1 T  p=2 1

1—at 1— 1—=x 1—at
oo gt In(1 —2")1"  In(1—
avec / T at= {—n( ’ )} = —n( ?)
T Inz 1 Inz
In(1 — In(1 —
dou In(1 — ) < S(x) < z n(l - =)
Inx 1—x Inz
In(1 —
Enfin, on constate * = o0 (M)
r—1 as1- Inx
In(1 —
Dot S(z) ~ 202
z—=1- x —1
t
Variantes : (a) Si on reconnait pas de dérivée dans I'expression ] - avec t = 1, on peut
—
. . . o oo gt 1 (% du
utiliser le changement de variables u = z*. Les intégrales dt et — sont de
T e Inz J, 1—u

méme nature donc convergentes et par conséquent égales avec



/+°° at 1 /I du In(1 — )
dt: p—
1 1—at nz/, 1-u Inz

t

1 —at

+oo CL’t +00 4o
dt = / xSt dt

+0o0
(b) Pour la convergence et la valeur de / dt avec z € ]0; 1], on peut remarquer
1

+0o0 $n+1
Or, la série D dt = S ———— converge et par intégration terme a terme, on
Z/O 2 (n+1)Inz & P &
obtient
+00 ili't +00 +00 400 iCTH_l In(l —
/ dt = Z $(n+1)t dt = Z _ ( )
T n=0.0 mo(n+1)Inz Inx

Exercice 3 (***)

Soit (ay,), une suite de réels deux a deux distincts. Construire une fonction discontinue en les
Q.-

Corrigé : On pose

]l G it +00
Win ) eNx B fu(a) = Mooy 2 Sy )
n=0
+00
Soit ny entier. On a f=fwt+t 2 fa
n=0, n#ng

Pour n # ny, les f,, sont continues en a,,. Par convergence normale et donc uniforme puisque

+00
nlleoc = — de la série de fonctions , continues en a,,, la somme », est continue
2n 0’
n#ng n=0, n#ng
, . . . =
en a,, et comme f, ne l'est pas, la fonction f est discontinue en a,,. Ainsi

- = Lay 400 (@)
La fonction f:z € R— ) ————

on est discontinue en les a,,.
n=0

Remarque : En particulier, notant Q = {r,,n € N} puisque I'ensemble des rationnels est
dénombrable, on peut construire une fonction discontinue sur QQ et continue sur R ~\ Q. En
revanche, on ne peut construire une fonction continue sur Q et discontinue sur R\ Q. L’ensemble
des points de continuité d’'une fonction est un Gy, i.e. une intersection dénombrable d’ouverts,
ce que n’est pas Q.

Exercice 4 (***)

+00
On pose Ve >0 S(x) = > [Arctan (z + n) — Arctan n]

n=0
1. Montrer que S est ¢! sur [0;+00 |.
2. Déterminer une relation entre S(x) et S(z + 1).

3. Déterminer un équivalent simple de S(z) pour z — +00.



Corrigé : 1. On pose

V(n,z) € Nx[0;+00] un(x) = Arctan (z + n) — Arctan n
D’aprés I'inégalité des accroissements finis, on a pour (n,z) € N X [0;+00 ]
1 T 1
funlo)l < }?Lunl?‘rx[l g [vtn—nl= 1+n2:o<ﬁ)

La série définissant S est une série de fonctions de classe €' convergeant simplement sur R,.
Par dérivation, on trouve

em eRoxN  u@=oE = e 1
D’aprés le critére de Riemann, on a convergence normale de > u/, et par conséquent
S e ¢'(R,,R)
2. Par linéarité du symbole somme, on a
Ve >0 S(x+1) —S(z) = g) [Arctan (x +n + 1) — Arctan (z + n)]
Par téléscopage, on obtient :
D’ou Ve >0 S(x+1) —S(z) = g — Arctan z
3. Par téléscopage, avec la propriété fondamentale d’Arctan, on trouve
Vn > 1 S(n) = :Z; [S(k+1) —S(k)] = i [— — Arctan k:} = g ni Arctan <%)
Par sommation de relation de comparaison avec Arctan (ﬁ) atiin et la divergence de la série
..
;E’ il vient

n 1 n o]
> Arctan (E) ~ Y — ~ Inn

k=1 n—+00 k:lk n—+00
Ainsi S(n) ~ Inn

Enfin, par croissance de S, on a

1
et ln<M+ ) > 0 ln(m>—>0
X T—r+00 €T T—>+00
ce qui implique In(|z] + 1) o Inz et In(|x]) o Inx
On conclut S(z) ~ Inzx
r—+00




Exercice 5 (***%*)

Soit (ay),, une suite de réels deux a deux distincts. On pose
VeeR  F(zx)= >

1. Justifier que la fonction F est bien définie et continue sur R.

2. Déterminer le domaine de dérivabilité de F.

LSNP = —‘I — aTL|
Corrigé : 1. On pose V(n,z) ENx fulz) = 20(1 + |an|)
Soit &« > 0. On a
V(n,z) e Nx [—a;a] |fn(37)|<—(‘x|+|“"|)<a+l
27(1 + [an)) 2

On en déduit que la série de fonctions continues ) f,, converge normalement donc uniformément
sur tout segment [—a;a | d’ou

| La fonction F est bien définie et continue sur R. |

2. Pour n entier, la fonction f,, est dérivable sur R \ {a,}. Soit zg € A =R\ {a,, n € N}. On
pose

fu(x) = fulwo)

V(n,z) e NxR gn(x) = T — T sLe 7 20
fr (o) sinon
£
En particulier Yn € N "(29) = ————— avec &, € {—1,1
p fn( 0) 2n(1 + |an|> v { }

Les fonctions g, sont continues sur R et par inégalité triangulaire inverse
1
V(n,z) e NxR ||gnHOO<2—n

Par convergence normale et donc uniforme, il vient

M = Jiogn(x) — iogn(fo) = gﬂl(%)

T — Zo n=0 T=T0 =0
Ainsi, la fonction F est dérivable sur A. Soit ng entier. On considére

F(2) = Flan) _ fuol®) = frol@m) 5%y

T — Qp, T — Qp, n=0, n#ng

Ve € R~ A{an,} T(z) =

avec les fonctions g, définies comme précédemment en remplagant xy par a,,. Pour les méme
raisons que précédemment, la série de fonctions continues > g, converge normalement et

n=0, n#ng
il vient
+00 +00
Z gn<x) — Z gn<ano)
n=0, n#ng T=0ng  p=0, n#ng
fro () = fg(an,)

Enfin, le taux d’accroissement x — n’admet pas de limite pour x — a,, et par

T — Qp,
conséquent la fonction 7 non plus. On conclut

Le domaine de dérivabilité de F est R \ {a,, n € N}.

Remarque : Si on ne pense pas a prolonger par continuité la fonction g, en o € A pour n
entier, on peut procéder avec le théoréme de double limite par les mémes arguments que ci-avant.



Exercice 6 (****)

+00
On pose Ve e R S(x)= > Lnz]

n=1 n3

Etudier la définition et la continuité de S.

[n]

n3

Corrigé : On pose V(n,z) e N* xR w,(x) =

na — 1 < |nx| <nb

Soit [a;b] CR. On a

X " 9
n3 n3 n3

1 . .
d’ott ||ty ||so,fap] = O <—2 ce qui prouve la converge normale et donc uniforme sur tout segment
n

de la série Y u,. Les fonctions u, sont continues sur R . Q et par conséquent, la somme S est
n=>1
également continue sur R ~ Q. Plus précisément, les fonctions u,, sont continues a droite sur R.

Ainsi, par double limite, on a également S continue & droite sur R donc en particulier continue

a droite sur Q. Il reste & examiner la continuité a gauche sur les points de Q. Soit zy € QQ avec

1o="2, (p.q) € Zx N tel que pAg=1.On a
q

+00 LnxOJ oo nxo = Ln:l:OJ
S(.To = = — +
) n;l n? n=1z,q\n n? nzlz#ﬁ" n?

Puis, si ¢g|n, on a |nx| —— nxg — 1 et si ¢ { n, [nz] —— |nzo]. Ainsi, par double limite, il

T—=T) =T
vient
o nx > Inz T nxyg—1 o Inz
S(l’)z Z L 3J+ Z L 3J , 2 0 + Z L OJ
n=1,q|n n n=1,gin n T=Ty n=l,qn n n=1,qin n
- o] ¢(3
d’otl S(z) —— S(wo) = Y. — = S(w0) — %
T n:l,q\nn q
Ainsi

La fonction S est définie, continue a droite sur R, continue sur R~\.Q
et discontinue & gauche sur Q.
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FIGURE 1 — Graphe de la fonction S

Lg7]

q3

Remarque : Avec la discontinuité croissante de la fonction z — en x( et la croissance des

autres fonctions, on obtient la discontinuité & gauche en tout rationnel (mais sans la valeur du
saut de discontinuité).



