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Feuille d'exercices n°46

Exercice 1 (*)

Étudier la convergence simple et normale de la série de fonctions
∑

fn avec

∀(n, x) ∈ N× R+ fn(x) = nx2e−x
√
n

Exercice 2 (*)

Étudier la convergence simple et normale de la série de fonctions
∑
n⩾1

fn avec

∀(n, x) ∈ N∗ × R+ fn(x) =
nx

n4 + x2

Exercice 3 (*)

On pose ∀x ∈ R S(x) =
+∞∑
n=1

1

n2 + x2

1. Montrer que S est bien dé�nie et continue sur R.
2. Déterminer un équivalent simple de S(x) lorsque x → +∞.

Exercice 4 (*)

On pose ∀x > 0 S(x) =
+∞∑
n=0

n

Π
k=0

Å
1

x+ k

ã
1. Montrer que S est dé�nie et continue sur ] 0 ; +∞ [.

2. Déterminer une relation entre S(x) et S(x+ 1) pour x > 0.

3. Déterminer un équivalent simple de S(x) lorsque x → +∞ et x → 0.

Exercice 5 (*)

On pose ∀x ⩾ 0 S(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n ln
(
1 +

x

n

)
Montrer que S est de classe C 1 sur [ 0 ; +∞ [.

Exercice 6 (**)

On pose ∀x > 1 ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx

1. Montrer que la fonction ζ est de classe C ∞ sur ] 1 ; +∞ [.

2. Préciser la monotonie et convexité de la fonction ζ.

3. Déterminer lim
x→+∞

ζ(x).

4. Déterminer un équivalent simple de ζ(x) pour x → 1+.

5. Étudier la convexité de ln ◦ζ.
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Exercice 7 (**)

Calculer pour n ∈ Z In =

∫ 2π

0

e inθ

1− 2e iθ
dθ

Exercice 8 (**)

On pose ∀x ⩾ 0 S(x) =
+∞∑
n=0

[th (x+ n)− th n]

1. Montrer que S est dé�nie, continue, croissante sur R+.

2. Calculer S(x+ 1)− S(x) pour x ⩾ 0.

3. Étudier la convergence de S en +∞.

Exercice 9 (**)

On pose

∀x ∈ [ 0 ; 1 ] f(x) =


−8x si x ∈

ï
0 ;

1

8

ò
8x− 2 si x ∈

ï
1

8
;
1

4

ò
0

et φ(x) = 2x− 1

puis ∀x ∈ [ 0 ; 1 ] S(x) =
+∞∑
n=0

1

2n
f ◦ φn(x)

où φn = φ ◦ . . . φ.

1. Montrer que S est bien dé�nie, continue sur [ 0 ; 1 ].

2. Pour une fonction continue sur un segment, l'ensemble des points où elle atteint sa borne
supérieure est-elle une réunion �nie d'intervalles disjoints ?
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