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Feuille d'exercices n°47

Exercice 1 (***)

On pose ∀x > 0 η(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n

nx

Montrer que η est de classe C 1 sur ] 0 ; +∞ [.

Exercice 2 (***)

On pose ∀(n, x) ∈ N∗ × ] 0 ; +∞ [ un(x) =
1

sh (nx)

1. Étudier le mode de convergence de
∑
n⩾1

un.

2. Déterminer un équivalent simple de la somme S(x) pour x → +∞ et x → 0.

Exercice 3 (***)

On pose f(x) =
+∞∑
n=0

xn

1 + xn

1. Étudier la dé�nition, la continuité et la dérivabilité de f .

2. Déterminer un équivalent de f en 1−.

Exercice 4 (***)

Déterminer lim
n→+∞

n∑
k=0

Å
k

n

ãn
Exercice 5 (***)

Soit f0 ∈ C 0([ a ; b ] ,R). On construit (fn)n en posant fn+1(x) =

∫ x

a

fn(t)dt pour tout x ∈ [ a ; b ].

Étudier et évaluer la fonction g : x ∈ [ a ; b ] 7→
+∞∑
n=1

fn(x).

Exercice 6 (***)

On pose ∀x ⩾ 0 S(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n ln

Å
1 +

x

n(1 + x)

ã
1. Justi�er que S est bien dé�nie et continue sur [ 0 ; +∞ [.

2. Déterminer lim
x→+∞

S(x).
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Exercice 7 (***)

On pose ∀x > −1 S(x) =
+∞∑
n=1

ï
1

n
− 1

n+ x

ò
1. Montrer que S est dé�nie, continue sur I = ]−1 ; +∞ [.

2. Étudier la monotonie de S.

3. Calculer S(x+ 1)− S(x).

4. Calculer S(n) pour n entier.

5. En déduire un équivalent simple de S(x) pour x → +∞.

Exercice 8 (***)

Étudier la convergence simple et normale de la série de fonctions
∑

fn avec

∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; 1 ] fn(x) =
xn

1 + nx

Déterminer un équivalent de la somme en 1.

Exercice 9 (****)

On pose ∀n ⩾ 2 ∀x ⩾ 0 fn(x) =
xe−nx

lnn

1. Montrer que
∑
n⩾2

fn converge simplement sur R+.

2. Montre que
∑
n⩾2

fn ne converge pas normalement sur R+.

3. Montrer que
∑
n⩾2

fn converge uniformément sur R+.

4. La fonction somme
+∞∑
n=2

fn est-elle dérivable à droite en 0+ ?
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