ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°48
Exercice 1 (**%*)

n se Va €T
n=1 1 +n$

1. Montrer que S est bien définie et de classe € sur | 0; +o0 [.

2. Déterminer lim S(z) puis un équivalent simple de S(z) pour z — +o0.
r—r+00

3. Déterminer une écriture intégrale de S(z) pour x > 0.

4. En déduire le comportement de S(z) lorsque x — 0.

Indications : 1. Considérer

V(n,z) € N* x]0;+00] up(x) = 1(:_1717;

et établir que pour k entier, la série Zu%) vérifie le critére des séries alternées a partir d’un
n=1
certain rang.

2. Counsidérer une série auxiliaire et utiliser le théoréme de double limite.

3. Déterminer une écriture intégrale de ] pour n entier et x > 0 puis considérer une somme

partielle de S(z).

nx

Exercice 2 (***)

0 S(r) = >
n pose (x) = 7;11 —

1. Etudier la définition, la continuité et dérivabilité de S.

2. Déterminer un équivalent de S(z) lorsque z — 17,

Indications : 1. Pour la continuité et la dérivabilité, étudier la convergence normale sur [ —a ; a |
avec a € [0;11].
2. Procéder par comparaison série/intégrale.

Exercice 3 (***)

Soit (an), une suite de réels deux a deux distincts. Construire une fonction discontinue en les
.

Indications : Considérer

Vina) e NxR  fo(e) = Hewrel@ gy - 555 )

2" n=0



Exercice 4 (***)

+00
On pose Ve >0 S(xz) = Y [Arctan (x + n) — Arctan n]

n=0
1. Montrer que S est € sur [0;+00].
2. Déterminer une relation entre S(z) et S(x + 1).

3. Déterminer un équivalent simple de S(z) pour z — +00.
Indications : 1. Utiliser I'inégalité des accroissements finis pour la convergence simple.
2. Observer un téléscopage.

3. Déterminer un équivalent de S(n) pour n — +oo puis exploiter la monotonie de S pour conclure
sur S(z) avec x — +00.

Exercice 5 (***%*)

Soit (ay),, une suite de réels deux a deux distincts. On pose
+00 |Q? _ an‘
Ve € R Flz)= ) —/———~
= LT )
1. Justifier que la fonction F est bien définie et continue sur R.
2. Déterminer le domaine de dérivabilité de F.
Indications : 1. Etablir la convergence normale de la série de fonctions sur tout segment [ —a; o]
avec o = 0.

fn(x) B fn(»’lfo)
2. Poser V(n,z) e NxR  g,(x) = T — To
I (xo) sinon

six # xg

Fz) — F(zo)

puis étudier pour x — xy. Pour I'étude en un point a,, avec ny entier, isoler le

0
terme associé dans I’écriture du taux d’accroissement.

Exercice 6 (****)

+00
On pose Ve e R S(x)=>" [nz]

n=1 ng

Etudier la définition et la continuité de S.

Indications : Etablir la convergence normale sur tout segment, la continuité sur R ~. Q puis
la continuité a droite sur R a l'aide du théoréme de double limite. Pour la continuité a gauche

en un point xo € Q avec o = P sous forme irréductible, couper la somme définissant S(z¢) en
q

deux sommes, une avec les indices n tels que g|n et autre avec les indices n tels que ¢ { n puis
utiliser la double limite.



