ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°34

Exercice 1 (*)
n
s 12 Lo 3N . . . 2 4 . n\ 2
En considérant la dérivée n-iéme de 'application polynomiale z — z°", déterminer k;zo(k) .
Corrigé : Notons f(z) = 2™ pour z réel. Un récurrence immeédiate donne
n!
(n—k)!
Par dérivation en considérant directement f? puis f x f avec la formule de Leibniz, il vient

ek (A" @)= () = $ ()0 o

‘,L,nfk

Vke[0;n]  fP(x)=

Dot Ve e R (fQ)(”) (z) = i <n> n! xnfkn_!xk — nlxﬂi (”)2
k=0 F (n—k:)! k! ' k=0 F
Par identification i (2)2 = (2: )
k=0

Remarque : C’est un cas particulier de la formule de Vandermonde.

Exercice 2 (*)

n+1 1
Déterminer lim sin (;) dt

n—+oo n

¥ 1
Corrigé : Notons F(x) = / sin (?) dt pour x > 1. D’aprés le théoréme des accroissements
1

finis, on a
1
Vn € N* de, €nsn+ 11 | F(n+1)—F(n):(n—l—l—n)F’(cn):sin(—)
Cn
n+1 1
Ainsi / sin <—) dt —— 0
n t n—00

Exercice 3 (*)
Soit E un K-evn de dimension finie. Trouver toutes les applications f : R — E vérifiant

V(r,y) e R*  [|f(z) = fW)Il < klz—y|*
avec k> 0et o > 1.

Corrigé : Soit (z,y) € R? distincts. Tl vient

Hf(iv) —fy)

| <klz—y/*
T —y



Fixant x et faisant y — z, il s’ensuit que f est dérivable en tout point = avec f'(z) = Og. Il
s’ensuit que f est constante. La réciproque est immédiate et on conclut

| Les fonctions constantes sont les solutions.

Exercice 4 (*)

Soit E = 4, (K) et A € E diagonalisable. On définit le rayon spectral de A noté p(A) par

A) = Max |X
p(A) = Max [A

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur p(A) pour avoir Y A* convergente.

Corrigé : On dispose de P € GL,(K) et D = diag(\y,...,\,) telles que A = PDP~!. Ainsi,
pour N entier
N

N N N N N
STAF =S (PDP 1) =P (ZD’“) P~1 avec S DF=diag(d> A\t ..., S AF)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Si p(A) < 1, alors > _AF converge pour tout i € [1; n] et par continuité du produit matriciel, la
série >_AF converge. Réciproquement, supposons > AF convergente, avec 1’égalité
N N N
diag(Y AF ... SONE) = Pt (ZA’“) P
k=0 k=0 k=0

pour N entier, on a par continuité du produit matriciel la convergence de Y D* et donc des séries
coordonnées > \F d’ott p(A) < 1. On conclut

STA* converge < p(A) <1

Exercice 5 (**)
Soit f € €'([0;1],R) vérifiant f(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer

Vn>1l <z <...<x, <1|>X fl(x;)=n
i=1

E—1 k
Corrigé : En appliquant le théoréme des accroissements finis sur { ; —] pour k € [1; n],
n o 'n
il vient
k—1 k k k—1 1
vkelinl  Fne | LD (B) (B 2 L
n o n n n n

ORI

n

Ainsi Vn>1l < <...<zx, <1 | Y fllx))=n
i=1

Exercice 6 (**)

Soit E = ,(C). On définit le rayon spectral d’'une matrice noté p par

VAeE p(A) = Aé\é[g(};) |A|

Soit A € E. Montrer que pour toute norme d’opérateur sur E, on a

2



Vpe N p(A) < [|A7]oF

Corrigé : Soit A € C et X € #,1(C) \ {0} tels que AX = AX. Pour p entier non nul, on a
APX = WX d’ou

AP = [IAPX] < A7 fop IX]]
et comme || X|| # 0, il s’ensuit

AP < A7 [lop

On conclut Vp € N* p(A) < ||Ap||tlar/>p

Exercice 7 (**)

On se place dans R? muni de la norme euclidienne. Soit f : ¢t — (x(t),y(t)) € €'(I,R?) avec

|f(t)]] =1 pour tout t € T et g:t— (—y(t),z(t)). Montrer qu’il existe vy € €°(I, R) tel que
f'=ng et ¢ =-—f

Corrigé : On a (f, f) = 1 d’on par dérivation 2 (f’, f) = 0. Comme on a (f,g) = 0, on en

déduit que f’ € Vect (g) d’ou f' = g avec v = (f', g) € €°(I, R). En procédant de méme avec
llg, gl = 1, on trouve ¢’ = ¢ f. Puis, en dérivant la relation (f, g) = 0, on obtient

(fl,9) +{f,g)=7+d=0

On conclut FIye G LR) | ff=v9 et ¢ =—f

Exercice 8 (**)
Soit E un K-evn de dimension finie, f : R — E dérivable en zéro et vérifiant
Ve e R f(2z) = 2f(x)

Montrer que f est linéaire.

Corrigé : Pour x = 0, il vient f(0) = Og. En remplacant x par z/2, il vient

VeeR  f(z)=2f (g)

Par récurrence immédiate  V(z,n) € R x N flx)y=2"f (;—n)
D’apres le théoréme de Taylor-Young, on a
F(O+h) = f(0)+ f(0)h+ ofh)

x . .
Comme — —— 0, il s’ensuit
2N p—oo

(5) =10 o(L) = 2r(Z)=rowon)

Ainsi VeeR  f(z)= lim 2°f (2%) — F/(0)z

n—+0oo

Les applications vérifiant la relation fonctionnelle sont les x — ax avec « réel.




Exercice 9 (**)

1. Soit n entier non nul. Montrer que

Vpel[0:n—1] kio(g)(—nkkp —0 et 3 (") (=1 = (~1)"nl

k=0

Indication : on pourra considérer ¢(x) = (1 —e®)" pour x réel.

n

1
2. Soit f € €"(R,E) avec E un K-ev de dimension finie. Calculer hm L > () (=DFf(hk).
h=0 " k=0

Corrigé : 1. On a o(x) = (—=1)"a™ +o(z")

z—0

et d’aprés le théoréme de Taylor-Young appliqué & ¢ de classe €™
n, p(0)

— k n
o(x) So 2 " 4+ o(z")
Par ailleurs Ve e R o(z) = > (1) (—1)ker
k=0

D’ou, par dérivation

Vpe[0;n—1] kz::O(Z)(—l)kk;p =0, ];::(](Z)(—l)kk” = (=1)"n!
2. D’aprés le théoréme de Taylor-Young appliqué a f de classe ", on a
n f(p)<0)
fu) = 22 =———uP +o(u")
p=0 p:
puis, en permutant les sommes
=2 () (=D f(hk) = —nZ () (=1)F | X2 == (hk)? + o(h")
h™i=o h = p=0 D"
n £(®)(Q no 1
= h”pof p'( ) {’;)(k)(—l)kkp} +o(1) = ﬁf(")(O)h"(—l)” +o(1)
On conclut LS~ (M) 1)k f(hk) —s (—1) ) (0)
h"™ ;1= h—0

Exercice 10 (**)

Soit X € €([0;1], #,1(R). Montrer

H/ )T dt]]; < (/OIX(t)X(t)T dt)

Corrigé : Par inégalité triangulaire, on a

|| / )T dills < / IX(OX(0) 2 dt



Puis

vee[0:1]  IXOXOTB =T | XOX®) X)X | =a)Tr (XHX(0)T)
=a(t)
Or, on a alt) = éx?(t) = Tr (X()X(1)")

Ainsi / IX(OX(0) [l = /0 a(t) d = /0 I (XOX(0)T) = T < /0 XX dt)
Finalement I / )T e, < < /0 lX(t)X(t)T dt)

Exercice 11 (**)

Déterminer des majorations pour les expressions suivantes :

3

sin(x) — x + 5 cos(x) — 1+ %

pour x réel pour x réel pour x > 0

2 2

ln(l—l—@—x—l—%

1. 2. 3.

Corrigé : Pour f € " (I, R) telle que "V soit bornée sur I, on a pour (a,b) € 12

n, f¥(a) b —a|™"
b) — b—a)*| < Sup |[fOV(H)] o—r
0= £ 50— < s i) Bl
En prenant a = 0 et b = z, on obtient
" fO0) 4 o™
Ve el T) — < Sup [fV@H)] ——
S = 2= e Ol
1.On a ‘sin(‘”‘ < 1 et par suite
vz € R in(z) Lol
S - — < —
x in(z) -z + o
2. On a |cos(3)| < 1 et par suite
Vr e R () — 1+ z 2
0 — —| < =
x cos(x 5 3
3. La fonction z — In(1 + x) est de classe > sur R, et par dérivation
1 1 2
Vr >0 "(x) = ") = — ®)(z) =
d’ou Sup ‘f | 2 et par suite
x>0
_ laf’
Vr € R In(1 — < —
x n(l+ z) v+ = 5 3




Exercice 12 (**)

2z _: 2% -
t S1n (¢

sin(?) dt et lim sin(?)
t2 2

z—0t

dt

Calculer lim

T—+00 z z

Corrigé : Par inégalité triangulaire, on obtient

2x _: 20 | : 2
Yz >0 / i) gy </ sin()] o, g/ a1
Lt R~ L2 2
2r -
t
Par encadrement / sin(?) dt 0
. 12 T—+00

Le procédé précédent ne permet pas de conclure pour z — 07. On a sin(t) ~ ¢ pour ¢ proche
de zéro et 'idée consiste donc a controler I'écart entre sin(t) et ¢. D’aprés I'inégalité de Taylor-
Lagrange et une inégalité de concavité, on a

t2
ViER -2 <sin(t) <t

2x 1 1 2x ; 2x
Par suite Ve >0 / (— — —) dt < / sin(t) dt < / @
o\t 2 A~ ot
% sin(t)
c’est-a-dire Vo >0 In(2) —z < / dt < In(2)
2z _:
t
Par encadrement / sin(t) dt > In(2)
z t2 z—0t+

Remarque : On peut éviter le recours a l'inégalité de concavité. D’aprés I'inégalité de Taylor-
Lagrange, on a
2 t2

VER  t— o <sin(t) <t g

ce qui est un peu moins bon que précédemment mais suffit pour conclure.



