ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°38

Exercice 1 (**)

+00 +00

Etudier selon o > 1 la somme Z ( > k:_) et en cas de finitude, exprimer sa somme a l'aide
=0 \ k=n+1

de la fonction ¢ de Riemann.

Corrigé : D’aprés le théoréme de Fubini pour une famille a termes positifs, il vient

k=n+1 n=0 ‘=1 k=1 “n=0
+00

et ;ka_1<+oo<:>oz—l>l
On conclut

+00 too ] +00 too ]

Yl D — | <+00 <= a>2 et a>2:>z > =((a—1)

n=0 \ k=nt1k" e
Variante : Posons I={(n,k) e NxN*|0<n<k}

et VneN IL={n}x{keN|k>n+1} et VkeN  J,=[0;k—1]x {k}

Les famille (I,,), et (Jx)k>1 sont des recouvrements disjoints de I et d’aprés le théoréme de
sommation par paquets pour une famille a termes positifs, il vient

+00 +00 1 +00 1 ]_ +00 ]_ +00 ]_
S S w) = S w) = m=a S m) =t
p=0 \ k=p+1 p=0 \ (n,k)€l, (n,k)el =1 \ (n,k)€], =1

On conclut comme précédemment.

Exercice 2 (***)

1

Soit « réel. Etudier la somme _—
Z 2 (m2 -+ nz)a

(m,n)€(N*)
Corrigé : Notons
1

*2 _ _
¥(m,n) € N Umn = e O T = e

(m? + n?)

Ces familles sont a termes positifs. On a I’encadrement
1
V(m,n) € N*? é(m +n)? <m?+n? < (m+n)?
1 1 2¢

< <
(m+mn)? = (m?+n?)> = (m+n)

et 'encadrement est inversé pour a < 0. Il s’ensuit

d’ott pour « >0 V(m,n) € N*?

(Uimn) (mmyen-2 Sommable <= (Vnmn) ,, ,)en-2 sSommable

1



Posons Vp > 2 Ip:{(m,n)eN*2 ]m+n:p}
La famille (I,),>2 est un recouvrement disjoint de N** et on a
=2 L={(mp-—m), me[l;p-1]}

S | 1

Par suite Z Umn = —_ = ~
) m:1p2a p2a p—3+00 p20¢71

(m,n)€l,

Ainsi, d’aprés le critére de Riemann et le critére des équivalents, licite pour une famille & termes
positifs, puis le théoréme de sommation par paquets, il vient

+(>Op _ 1
Yo U = >, s <400 = 2a—1>1 <= a>1
(m,n)EN*2 p=2 P
On conclut | La famille (wn), ,)cn-> €t sommable si et seulement si o > 1.

Exercice 3 (***)

. 1
Soit a réel. Etudier la somme ), ———.
(m,n)GN*Zma +n

Corrigé : Pour a > 1, il vient par convexité de u +— u® sur [0;+00 |
mO{

V(m,n) € N*? ma+na:2(7+%> 22(m;—n> = 21"%(m + n)*

puis

V(m,n) € N*? ( o ) +< - ) <— 4" e (m+n)® >m 4 ne

m-+n m-+n m+n m+n
1 1 20—l
D’ou Y(m,n) € N*? ————— S Upn = <
(m+mn) me®+n® = (m+n)®

Si o < 1, il suffit d’observer m® + n® < m + n pour m et n entiers non nuls. Dans tous les cas,
avec le recouvrement disjoint (I,),z2 ot I, = {(m,n) € N** | m +n = p}, on conclut

La famille (tm,n ), pen-> €st sommable si et seulement si o > 2.

Exercice 4 (***)

too ] +00
Montrer 1’égalité 2% = Lvn]

7 =
n:l 2n n:l 2TL

Corrigé : Posons

1
— sin est un carré non nul 1

Vn e N a, = & 27 b, = Py
0 sinon 2

Ainsi
" 11 VA
Vn € N* Cn= > akby_ = > ap2by_z= > S = gm et ¢=0
k=0 1<k2<n 1<k2<n



1
La série ) b, converge absolument comme série géométrique de raison — et la comparaison

0 < a, < b, fournit également la convergence absolue de la série > a,. Ainsi, d’apreés le théoréme
du produit de Cauchy, la série Y ¢, converge absolument et on a

S5 - B (5) (50) - (£5) (55)

too ] +00
Finalement 2y —=> —— Lvn]

n= 12 n=1 2"

Variantes : 1. Pour k entier, on note I, = [k%; (k + 1)2 — 1]. La famille (I)x>1 est un recou-

L\/_J

vrement disjoint de N*. On note u,, =

. (k+1)%-1 L. 1 1 1 1
Vk € N doun = D gzyfﬁ(l_W):%(ﬁ_W)

nely n=k2

2. 2. =27

2R o 2R im12%
Ainsi, par théoréme de sommation par paquets pour une famille & termes positifs, on obtient
SV S e 1
> :ZUHZZ(Z ) QZka
nely

n=1 2" neEN* =1

. 1 400 k +mk_1 400 1
puis 52k (55~ gwe) =2 ( )

k=1

2. D’aprés le théoréme de Fubini pour une famille & termes positifs, on peut aussi écrire

Sl :iO(fﬂﬂm—ooﬂ(”))

n=1 2n n=1 “m=1 2n
0o +oo]l ) (n) +00 +oo ] +00 9
) wﬂ
- S (S S (8 1) - 5
=1 “n=1 2 m=1 n=m?2 2 m=1 2

Exercice 5 (**%*)

2

+00 T
On précise que Y — = —. Calculer
n=1 TLZ 6

5 1
e P+ )P +¢* +1)

En déduire Z ~_Lvnl

azinn+1)
1
P+ p+q®+1)
est & termes positifs et on a
1 1
P+¢ prP+1
D’apres le théoréme de Fubini et par téléscopage, il vient

S T ) I E
v P+ @)+ +1) S \Slp+E prl+g? =1

Pour n entier non nul, on pose

Corrigé : Notons V(p,q) € N x N* Upg =

La famille (um)(p,q)eNxN*

V(p,q) € N x N Up,g =




L ={(p,q) e NxN* | p+¢*=n}

La famille (I,,),en+ est un recouvrement disjoint de N x N* et d’aprés le théoréme de sommation
par paquets, on obtient

+

5 1 _
e P+ )P +¢* +1)

= 1
((pgeln P+ (p+q+ 1)>
1 oo Card [,
((nz > =2

q)elnn(n + 1) n:ln(n + 1)

Mg il

S
Il
—

Enfin, on a Card I,, = 1 =[vn] don

1\q2<n

O VD
n;n(nﬂ) G

Variante : On peut aussi écrire, d’aprés le théoréme de Fubini pour une famille & termes positifs

= lvn] (E%Z;ﬂ@)
<§°ﬂnq2;+mn(n)>:§°<n§° [1_ L D_gi

Zin(n+1)
=1 n(n+1) e ln n+1 =1G>

Mg M3

Exercice 6 (***)

fx 1 7r2 oo 7T4
On précise que E — = — E = —. Calculer
=int

1

n2m?

2.

(m,n)EN*2 mAn=1

Corrigé : D’aprés le théoréeme de Fubini positif, on a
| >_+oo<1+oo 1>_<+ool><+oo 1)_7r4
(mn)%(N*Fan B nzl (mzﬂ’ﬂm2 B n§1 n2mzzlm2 B ngl 2 mZ:lm2 36

Pour d entier non nul, on note
I;={(m,n) e N | mAn=d}

La famille (I;)gen+ est un recouvrement disjoint de N*?. Ainsi, d’aprés le théoréme de sommation

par paquets, il vient
P 1
> Z ( > —)
(mom)e N*anmZ = (myn)eldm%?

Par ailleurs, on a pour d entier non nul

(m,n) € Iy <= 3(m/,n') €Ly | (m,n) = (dm’',dn’)

d’on Iy = {(dm/,dn)), (m',n') € 1}
1 1 1
Par suit — = — X ——
ar suite (mmz)eld m2n2 (m/%dl 7R

Ainsi oo > 1 (*20:0 1 ) 3 1
insi —— ) = — -
d=1 (m,n)EIdm2n2 =1d _n*m?

= (m,n)EN*2 mAn=1



1 490 5
Finalement Z L m NELU:
(m,n)EN*2, mAn=1T0"T1 36 2

Exercice 7 (****)

Soit o : N* — N* bijective. Etudier la nature de Y ———.
ws10(n)+n

Corrigé : Si 0 = id, la série diverge. Mais ce n’est pas toujours le cas. On note
A={n*neN} et B=N\A
Soit F une partie finie de N*. On a
1
- = - + -
Hea ) T n adtan() ¥ udtee(m)

Il existe N entier non nul tel que F C [1; N puis

D P 1<

neFnaT(n) +n h 1<nzeno(n?) +n? h <N
Puis, les ensembles A et B sont des parties infinies de N* donc sont tous deux dénombrables. On
note ¢ : N* — A et ¢ : N* — B des bijections. On pose

popt(n) sineA

Vi e o(n) = {gp o 1/)*1(71) sin€B

Il s’agit bien d’une permutation de N* par construction. L’ensemble o(FNB) est une partie finie
de A d’ou contenue dans [1; M] avec M entier non nul et par suite

> S Zi< > %«(2)

nerpo(n) +n neFmBU(n) 1<n2<M

1
Ainsi, pour ce choix de o, on a >

< 2¢(2) pour toute partie finie F de N*. On conclut
nEFJ(n) +n

1
La série > ————

peut converger ou diverger.
ws10(n) +n




