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Feuille d’exercices n°37

Exercice 1 (*)

Montrer que [0;1[ n’est pas dénombrable.

14+tht

Corrigé : La fonction ¢t — réalise une bijection de R sur |0;1] et comme 'ensemble

R n’est pas dénombrable, il s’ensuit que |0;1[ ne 'est pas non plus. Si I'intervalle [0; 1 était
dénombrable, alors toute partie de [0; 1 [ serait au plus dénombrable ce qui est faux et on conclut

L’intervalle [0; 1[ n’est pas dénombrable.

Exercice 2 (*)

Etudier la sommabilité de ( ) .
1 +mn (m,n)e(N*)2
Corrigé : La famille est a termes positifs. Pour n entier non nul fixé, on a
1 1 =1 121
~ — et — =—) — =4+
1 + mn m—+o0 nm mz::mm nmzzjlm ’

D’aprés le critére des équivalents, licite pour des familles positives

+00 ]_

2.

m:l]- +mn

= +0Q0

Et d’apres le théoréme de Fubini, on conclut

> o=y (B ) e

(mun)e (N2 1+mn 2 \,"Z1+mn

Exercice 3 (*)

3 1
Etudier la sommabilité de <ﬁ> }
1+ m?n (m,n)e(N*)2

1 1
1+m2n2 ~ m2n2

Corrigé : On a V(m,n) € (N*)2  0<

Or, d’apreés le théoréme de Fubini pour une famille & termes positifs, il vient

> = 5 (Sm) = (E0) (Bi) <
_ — = 00
(m n)G(N*)Qm n = n= 1n2m2 m:lln/L2 n= 1n2 ’

Par comparaison, on conclut

La famille (1;

+ m?2n?

) est sommable.
(m,n)e(N*)




Exercice 4 (*)

Soit (a;)ier et (b;)ier deux familles sommables d’éléments de R... Montrer que la famille (v/a;b;)ier
est sommable.

Corrigé : On a V(x,y) c ]Ri (\/E— \/5)2 >0 \/@ < |3?| ;‘ |y‘
il +1b;
Par conséquent Viel  Vab; < |ai| + |bi]

2
Par comparaison, on conclut

La famille (v/a;b;);e1 est sommable.

Exercice 5 (**)
. 1
Soit « réel. Etudier la somme > &~ ———.
(mmyevez (M +n)e
Corrigé : Pour p > 2, on pose
L={(nm)eN?|m+n=p}={(kp—k).ke[l;p-1]}

La famille (I,),> est un recouvrement disjoint de N*. D’aprés le théoréme de sommation par
paquets pour une famille & termes positifs, il vient

D——— =§°:°( pP—— )zf(ffl)zfz"l

(mamyen=2 (M An1)* 52\ (mimer, (M + 1) p=2 \k=1DP" p=2 DP°

p—1 1

Or, on a
(e a—1
p p—+00 p

D’aprés le critére des équivalents, licite pour des familles positives, et le critére de Riemann, on
conclut

La famille ( est sommable si et seulement si o > 2.

(m + n)a ) (m,n)e(N*)2

Exercice 6 (**)

. 1
Soient a > 1 et b > 1. Etudier la somme > :
(mm)e(n2 @ £ b

Corrigé : Ona V(z,y) € R? (\/_—\/§)2>0 — 2 /ry<zc+Yy

1 1 1/ 17\™ 1\"
D’ou V(m,n) € (N*)? 0< < :_<_) X <_>

est sommable.

Ainsi La famille (

a™ + bn ) (m,n)€(N*)2




Exercice 7

1 2 4k
Justifier la convergence puis calculer la somme de > ( > — )

2n =0 k!
. . 2™ 1
Corrigé : On pose Vn € N n = — et b, = 7
n! n
- n n 2k 1 1 4k
Ansi vREN 2 aber = 2 o T

La série ) a, converge absolument d’aprés le critére de d’Alembert et la série ) b, converge
absolument en tant que série géométrique de raison 1/2. Ainsi, d’aprés le théoréme du produit
de Cauchy, on conclut

1 n 4k too (1 n 4k +oo QN +o0 ] +00 QN
La série Z( EH) converge et Z (anﬁ> = (Z—) (Z%> =23 — =22

=0 =0 R = n! n—=0 n=omn!

Exercice 8 (**)

: : n
Justifier la convergence puis calculer la somme de ZQ—n

Corrigé : Posons a,, = 27"(1 — 0,0) et b, = 27" pour tout n entier. Les séries » a, = » 27"

n=1
et Y b, = > 27" sont absolument convergentes en tant que séries géométriques de raison 1/2 et
on a, d’aprés le théoréme de produit de Cauchy, la convergence absolue de

n

Z(éoakbn_k> Zzzk k2t = o

£2- (50 (5 - (£ (£

+00

Ainsi La série Y — converge et on a »_ — = 2.
on on
n=

Variante : D’aprés le théoréme de Fubini pour une famille & termes positifs, il vient

+oo n +oo +0o0 +0o0
= 12n - Z <1§12_n1k<n) = nz::l <kz::12_n]1[[k,+ooﬂ(n)>
+00 +00 +o0
= S (St m) = Batr =
k=1 ‘“n=1 k=1

Remarque : On verra ultérieurement la théorie des séries entieres qui expédie complétement
la question puisqu’on a
d

+00 +00o
Vee]|—1;1] Snat=x> nz" ' =x—
n=0 n=1 dx

1ix} h (1—5835)2

Il suffit ensuite d’évaluer I'égalité en x = —



Exercice 9 (**)

Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer I'égalité

+00 22n+1 +00 o
nZ::01 — 2n41 nz::ll — 2n
Corrigé : O = o
orrigé : On a 1= 22| niee z

n

ce qui prouve la convergence absolue de . Puis, on obtient

n=1 1 — 22
+00o Ak +oo +00 +oo /[ +oo
Z — Zzn ( Z Z2nm> — Z <Z Zn(?m-i—l))
n:l]- - ZQn n=1 m=0 n=1 “m=0
Montrons la sommabilité de (z”@m“))(m’n)emw. On trouve
= n(2m+1) n = 2n\™ |Z|n n
z = |z z =——— = 0O(|z
L 21" 2 (1=1™) T om0

+00
On en déduit la convergence de la série > ( |z|”(2m+1)> et donc, d’aprés le théoréme de
n=>1 “\m=0

Fubini pour une famille & termes positifs, la sommabilité de (z"m) D’aprés le

(m,n)ENXN*"
théoréme de Fubini, il vient

+00 Zn +00 +00 +00 +00
Z — Z (Z Zn(2m+1)) _ Z (Zzn@mﬂ))

m=0 m=0 ‘“n=1
+00 ZQn-&-l too  on
On conclut —_— =
nZ::Ol — z2n+1 nz::ll — 22n

Remarque : Si on préfére écrire des équivalents plutét que des grand O, il faut distinguer z
non nul et z nul.

Exercice 10 (**)

. +00o 1 +oo (_1)71
Soit 0. Mont _— = _—
o a= onrer %ch ((2n+ 1)a) T;)sh ((2n+ 1)a)

Corrigé : On a pour n entier

1 2e—(2n+1)a +oo
_ — 26—(2n+1)a Z (_1)ke —2k(2n+1)a
ch((2n+1)a) 1+ e—2@ntl)a =
On pose V(n, k) € N? Up jp = 2(_1)ke7(2n+1)ae —2k(2n+1)a

Montrons la sommabilité de la famille (tn k) k)enz. Comme e 2921 € 101 pour n entier,
on a

+00 7(2n+1)a+oo Coa(2nt1) k 26—(271-1-1)(1 @ni1)a
kzzo |uk,n| =2e kZ:O (e ) - 1 — e —2a(2n+1) n;:oo 2e >0

+00
La série > 2e~(7*+a converge ce qui prouve la convergence de (Z \ukno d’aprés le critére
k=0

des équivalents, licite pour des familles & termes positifs, et prouve ainsi la sommabilité de



(Unk) (n)en2 d’apres le théoreme de Fubini pour une famille & termes positifs. Alors, d’aprés le

théoréme de Fubini, on obtient
+00 1 oo
P

nooch (2n+1)a) =0

+00 [/ +00
— Z ( 2(_1)ke—(2k+1)(2n+1)a>
0

+002 —(2n+1)a —1)* —2k(2n+1)a
D, 2e (—=1)%e
k=0

k=0 ‘“n=
oo 1 oo +00 n +00 (_1>ke—(2k+1)a
— —1)k —(2k+1)a< —2a(2k+1) ) —
nz::oCh ((2n+ 1)a) kz::o( Jhe nz::o (e ) kz;:O 1 — e —2a(2k+1)
+00o 1 +00 —1)"
On conclut > =Y (=1)

n=och ((2n+1)a)  ,=osh((2n+ 1)a)

Exercice 11 (**)

+00 tn
Pour t réel, on note S(t)y= > -
n=14+

1. Préciser I'ensemble de définition D de S.

+00
2. Montrer VteD S(t) = > d(n)t"
n=1

ou d(n) désigne le nombre de diviseurs de n dans N.
o 1—tn

L’application f, n’est pas définie en ¢ = 1 et en ¢ = —1 pour les n impairs. Pour [t| > 1, on a
fn(t) —#/= 0 d’ou la divergence grossiere de la série définissant S. Enfin, pour |t| < 1, on a
n—oo

Corrigé : 1. Notons V(n,t) e N* xR fu(t)

t’I’L
1—tn
d’ou la convergence absolue de la série. Ainsi

Le domaine de définition de Sest D =]—1;1].

= _O(t")

n—+oo

Remarque : Si on préfére écrire des équivalents plutot que des grand O, il faut distinguer ¢ non
nul et ¢ nul.

+00 tn +00 +00
2.0n a vteD  S(t) =Y =3 (zﬂw)

n=1 1 - n=1 ‘=1

Vérifions la sommabilité de la famille <|t|k"> ,- Comme [t|" < 1 pour n entier non nul,

(k,n)e(N*)
on a
wmxt S = o
=1 1-— |t|n n—+o0o

et comme Y |t[" converge en tant que série géométrique de raison |t| < 1, on a bien la somma-
n=1

bilité de <|t|k”> ,- Posons

(km)e(v)
¥peN* A, ={(kn) e () | kxn=p}

La famille (A,)pen+ est un recouvrement disjoint de (N*)* et on a

3



Vp € N* A, ={(k,p/k), ke [1l;p] et Kk divise p}

D’aprés le théoréme de sommation par paquets, on obtient

+00 +00
vteD S(t)= > t’“”:Z( S t’m) => (Zl)tp
(k,n)e(N*)? p=1 \ (k,n)€A, p=1 \ klp
+00
Autrement dit Vie]|—-1;1] S(t) = > d(p)t*
p=1

Exercice 12 (*)

Soit o : N* — N* bijective. Etudier la nature des séries de terme général :

1 1
1. ——— 9 -
o(n) + n? g(n)?+n
- 1 1
Corrigé : 1. On a Vn € N* 0 —< —

o(n) +n? = n2

1 1
d’otl > < D 5 <400

nen=o(n) + n? S5

La famille (;> est sommable.
o(n) + n?

neN*
1 1
2.0n a Vn € N* 0< <
o(n)2+n = o(n)?

Or, on dispose de I'équivalence
1
(70)
o 1

Et comme on a ) — < +00, on conclut
n=1M

1
e '(N*) «— (—2> € (1(N¥)
neN* =/ nens

La famille (;> est sommable.
o(n)?+n/ ,cn




