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Feuille d'exercices n°37

Exercice 1 (*)

Montrer que [ 0 ; 1 [ n'est pas dénombrable.

Corrigé : La fonction t 7→ 1 + th t

2
réalise une bijection de R sur ] 0 ; 1 [ et comme l'ensemble

R n'est pas dénombrable, il s'ensuit que ] 0 ; 1 [ ne l'est pas non plus. Si l'intervalle [ 0 ; 1 [ était
dénombrable, alors toute partie de [ 0 ; 1 [ serait au plus dénombrable ce qui est faux et on conclut

L'intervalle [ 0 ; 1 [ n'est pas dénombrable.

Exercice 2 (*)

Étudier la sommabilité de
Å

1

1 +mn

ã
(m,n)∈(N∗)2

.

Corrigé : La famille est à termes positifs. Pour n entier non nul �xé, on a

1

1 +mn
∼

m→+∞

1

nm
et

+∞∑
m=1

1

mn
=

1

n

+∞∑
m=1

1

m
= +∞

D'après le critère des équivalents, licite pour des familles positives
+∞∑
m=1

1

1 +mn
= +∞

Et d'après le théorème de Fubini, on conclut∑
(m,n)∈(N∗)2

1

1 +mn
=

+∞∑
n=1

Å
+∞∑
m=1

1

1 +mn

ã
= +∞

Exercice 3 (*)

Étudier la sommabilité de
Å

1

1 +m2n2

ã
(m,n)∈(N∗)2

.

Corrigé : On a ∀(m,n) ∈ (N∗)2 0 ⩽
1

1 +m2n2
⩽

1

m2n2

Or, d'après le théorème de Fubini pour une famille à termes positifs, il vient∑
(m,n)∈(N∗)2

1

m2n2
=

+∞∑
m=1

Å
+∞∑
n=1

1

n2m2

ã
=

Å
+∞∑
m=1

1

m2

ãÅ
+∞∑
n=1

1

n2

ã
< +∞

Par comparaison, on conclut

La famille
Å

1

1 +m2n2

ã
(m,n)∈(N∗)2

est sommable.
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Exercice 4 (*)

Soit (ai)i∈I et (bi)i∈I deux familles sommables d'éléments de R+. Montrer que la famille (
√
aibi)i∈I

est sommable.

Corrigé : On a ∀(x, y) ∈ R2
+

(√
x−√

y
)2

⩾ 0 ⇐⇒ √
xy ⩽

|x|+ |y|
2

Par conséquent ∀i ∈ I
√
aibi ⩽

|ai|+ |bi|
2

Par comparaison, on conclut

La famille (
√
aibi)i∈I est sommable.

Exercice 5 (**)

Soit α réel. Étudier la somme
∑

(m,n)∈(N∗)2

1

(m+ n)α
.

Corrigé : Pour p ⩾ 2, on pose

Ip =
{
(n,m) ∈ N∗2 | m+ n = p

}
= {(k, p− k), k ∈ [[ 1 ; p− 1 ]]}

La famille (Ip)p⩾2 est un recouvrement disjoint de N∗2. D'après le théorème de sommation par
paquets pour une famille à termes positifs, il vient∑

(m,n)∈N∗2

1

(m+ n)α
=

+∞∑
p=2

Ç ∑
(m,n)∈Ip

1

(m+ n)α

å
=

+∞∑
p=2

Å
p−1∑
k=1

1

pα

ã
=

+∞∑
p=2

p− 1

pα

Or, on a
p− 1

pα
∼

p→+∞

1

pα−1

D'après le critère des équivalents, licite pour des familles positives, et le critère de Riemann, on
conclut

La famille
Å

1

(m+ n)α

ã
(m,n)∈(N∗)2

est sommable si et seulement si α > 2.

Exercice 6 (**)

Soient a > 1 et b > 1. Étudier la somme
∑

(m,n)∈(N∗)2

1

am + bn
.

Corrigé : On a ∀(x, y) ∈ R2
+

(√
x−√

y
)2

⩾ 0 ⇐⇒ 2
√
xy ⩽ x+ y

D'où ∀(m,n) ∈ (N∗)2 0 ⩽
1

am + bm
⩽

1

2
√
ambm

=
1

2

Å
1√
a

ãm
×
Å

1√
b

ãn
Ainsi La famille

Å
1

am + bn

ã
(m,n)∈(N∗)2

est sommable.
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Exercice 7

Justi�er la convergence puis calculer la somme de
∑Å 1

2n

n∑
k=0

4k

k!

ã
.

Corrigé : On pose ∀n ∈ N an =
2n

n!
et bn =

1

2n

Ainsi ∀n ∈ N
n∑

k=0

akbn−k =
n∑

k=0

2k

k!

1

2n−k
=

1

2n

n∑
k=0

4k

k!

La série
∑

an converge absolument d'après le critère de d'Alembert et la série
∑

bn converge
absolument en tant que série géométrique de raison 1/2. Ainsi, d'après le théorème du produit
de Cauchy, on conclut

La série
∑Å 1

2n

n∑
k=0

4k

k!

ã
converge et

+∞∑
n=0

Å
1

2n

n∑
k=0

4k

k!

ã
=

Å
+∞∑
=0

2n

n!

ãÅ
+∞∑
n=0

1

2n

ã
= 2

+∞∑
n=0

2n

n!
= 2e 2.

Exercice 8 (**)

Justi�er la convergence puis calculer la somme de
∑ n

2n
.

Corrigé : Posons an = 2−n(1 − δn,0) et bn = 2−n pour tout n entier. Les séries
∑

an =
∑
n⩾1

2−n

et
∑

bn =
∑

2−n sont absolument convergentes en tant que séries géométriques de raison 1/2 et
on a, d'après le théorème de produit de Cauchy, la convergence absolue de∑Å n∑

k=0

akbn−k

ã
=

∑ n∑
k=1

2k−k2−n+k =
∑ n

2n

avec
+∞∑
n=0

n

2n
=

Å
+∞∑
n=0

an

ãÅ
+∞∑
n=0

bn

ã
=

Å
+∞∑
n=1

2−n

ãÅ
+∞∑
n=0

2−n

ã
Ainsi La série

∑ n

2n
converge et on a

+∞∑
n=0

n

2n
= 2.

Variante : D'après le théorème de Fubini pour une famille à termes positifs, il vient
+∞∑
n=1

n

2n
=

+∞∑
n=1

Å
+∞∑
k=1

2−n1k⩽n

ã
=

+∞∑
n=1

Å
+∞∑
k=1

2−n1[[ k ;+∞ [](n)

ã
=

+∞∑
k=1

Å
+∞∑
n=1

2−n1[[ k ;+∞ [](n)

ã
=

+∞∑
k=1

2−k+1 = 2

Remarque : On verra ultérieurement la théorie des séries entières qui expédie complètement
la question puisqu'on a

∀x ∈ ]−1 ; 1 [
+∞∑
n=0

nxn = x
+∞∑
n=1

nxn−1 = x
d

dx

ï
1

1− x

ò
=

x

(1− x)2

Il su�t ensuite d'évaluer l'égalité en x =
1

2
.
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Exercice 9 (**)

Soit z ∈ C tel que |z| < 1. Montrer l'égalité
+∞∑
n=0

z2n+1

1− z2n+1
=

+∞∑
n=1

zn

1− z2n

Corrigé : On a

∣∣∣∣ zn

1− z2n

∣∣∣∣ =
n→+∞

O (|z|n)

ce qui prouve la convergence absolue de
∑
n⩾1

zn

1− z2n
. Puis, on obtient

+∞∑
n=1

zn

1− z2n
=

+∞∑
n=1

zn
Å

+∞∑
m=0

z2nm
ã
=

+∞∑
n=1

Å
+∞∑
m=0

zn(2m+1)

ã
Montrons la sommabilité de

(
zn(2m+1)

)
(m,n)∈N×N∗ . On trouve

+∞∑
m=0

|z|n(2m+1) = |z|n
+∞∑
m=0

Ä
|z|2n
äm

=
|z|n

1− |z|2n
=

n→+∞
O (|z|n)

On en déduit la convergence de la série
∑
n⩾1

Å
+∞∑
m=0

|z|n(2m+1)

ã
et donc, d'après le théorème de

Fubini pour une famille à termes positifs, la sommabilité de
(
zn(2m+1)

)
(m,n)∈N×N∗ . D'après le

théorème de Fubini, il vient
+∞∑
n=1

zn

1− z2n
=

+∞∑
n=1

Å
+∞∑
m=0

zn(2m+1)

ã
=

+∞∑
m=0

Å
+∞∑
n=1

zn(2m+1)

ã
On conclut

+∞∑
n=0

z2n+1

1− z2n+1
=

+∞∑
n=1

zn

1− z2n

Remarque : Si on préfère écrire des équivalents plutôt que des grand O, il faut distinguer z
non nul et z nul.

Exercice 10 (**)

Soit a > 0. Montrer
+∞∑
n=0

1

ch ((2n+ 1)a)
=

+∞∑
n=0

(−1)n

sh ((2n+ 1)a)

Corrigé : On a pour n entier

1

ch ((2n+ 1)a)
=

2e−(2n+1)a

1 + e−2(2n+1)a
= 2e−(2n+1)a

+∞∑
k=0

(−1)ke−2k(2n+1)a

On pose ∀(n, k) ∈ N2 un,k = 2(−1)ke−(2n+1)ae−2k(2n+1)a

Montrons la sommabilité de la famille (un,k)(n,k)∈N2 . Comme e−2a(2n+1) ∈ ] 0 ; 1 [ pour n entier,
on a

+∞∑
k=0

|uk,n| = 2e−(2n+1)a
+∞∑
k=0

(
e−2a(2n+1)

)k
=

2e−(2n+1)a

1− e−2a(2n+1)
∼

n→+∞
2e−(2n+1)a > 0

La série
∑

2e−(2n+1)a converge ce qui prouve la convergence de
∑Å+∞∑

k=0

|uk,n|
ã
d'après le critère

des équivalents, licite pour des familles à termes positifs, et prouve ainsi la sommabilité de
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(un,k)(n,k)∈N2 d'après le théorème de Fubini pour une famille à termes positifs. Alors, d'après le
théorème de Fubini, on obtient

+∞∑
n=0

1

ch ((2n+ 1)a)
=

+∞∑
n=0

Å
+∞∑
k=0

2e−(2n+1)a(−1)ke−2k(2n+1)a

ã
=

+∞∑
k=0

Å
+∞∑
n=0

2(−1)ke−(2k+1)(2n+1)a

ã
+∞∑
n=0

1

ch ((2n+ 1)a)
=

+∞∑
k=0

(−1)ke−(2k+1)a

Å
+∞∑
n=0

(
e−2a(2k+1)

)nã
=

+∞∑
k=0

(−1)ke−(2k+1)a

1− e−2a(2k+1)

On conclut
+∞∑
n=0

1

ch ((2n+ 1)a)
=

+∞∑
n=0

(−1)n

sh ((2n+ 1)a)

Exercice 11 (**)

Pour t réel, on note S(t) =
+∞∑
n=1

tn

1− tn

1. Préciser l'ensemble de dé�nition D de S.

2. Montrer ∀t ∈ D S(t) =
+∞∑
n=1

d(n) tn

où d(n) désigne le nombre de diviseurs de n dans N.

Corrigé : 1. Notons ∀(n, t) ∈ N∗ × R fn(t) =
tn

1− tn

L'application fn n'est pas dé�nie en t = 1 et en t = −1 pour les n impairs. Pour |t| > 1, on a
fn(t) ̸−−−→

n→∞
0 d'où la divergence grossière de la série dé�nissant S. En�n, pour |t| < 1, on a∣∣∣∣ tn

1− tn

∣∣∣∣ =
n→+∞

O (|t|n)

d'où la convergence absolue de la série. Ainsi

Le domaine de dé�nition de S est D = ]−1 ; 1 [.

Remarque : Si on préfère écrire des équivalents plutôt que des grand O, il faut distinguer t non
nul et t nul.

2. On a ∀t ∈ D S(t) =
+∞∑
n=1

tn

1− tn
=

+∞∑
n=1

Å
+∞∑
k=1

tkn
ã

Véri�ons la sommabilité de la famille
Ä
|t|kn
ä
(k,n)∈(N∗)2

. Comme |t|n < 1 pour n entier non nul,
on a

∀n ⩾ 1
+∞∑
k=1

|t|kn =
|t|n

1− |t|n
=

n→+∞
O(|t|n)

et comme
∑
n⩾1

|t|n converge en tant que série géométrique de raison |t| < 1, on a bien la somma-

bilité de
Ä
|t|kn
ä
(k,n)∈(N∗)2

. Posons

∀p ∈ N∗ Ap =
¶
(k, n) ∈ (N∗)2 | k × n = p

©
La famille (Ap)p∈N∗ est un recouvrement disjoint de (N∗)2 et on a
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∀p ∈ N∗ Ap = {(k, p/k), k ∈ [[ 1 ; p ]] et k divise p}

D'après le théorème de sommation par paquets, on obtient

∀t ∈ D S(t) =
∑

(k,n)∈(N∗)2
tkn =

+∞∑
p=1

Ç ∑
(k,n)∈Ap

tkn
å

=
+∞∑
p=1

Ç∑
k|p
1

å
tp

Autrement dit ∀t ∈ ]−1 ; 1 [ S(t) =
+∞∑
p=1

d(p)tp

Exercice 12 (*)

Soit σ : N∗ → N∗ bijective. Étudier la nature des séries de terme général :

1.
1

σ(n) + n2
2.

1

σ(n)2 + n

Corrigé : 1. On a ∀n ∈ N∗ 0 ⩽
1

σ(n) + n2
⩽

1

n2

d'où
∑

n∈N∗

1

σ(n) + n2
⩽

∑
n∈N∗

1

n2
< +∞

La famille
Å

1

σ(n) + n2

ã
n∈N∗

est sommable.

2. On a ∀n ∈ N∗ 0 ⩽
1

σ(n)2 + n
⩽

1

σ(n)2

Or, on dispose de l'équivalenceÅ
1

σ(n)2

ã
n∈N∗

∈ ℓ1(N∗) ⇐⇒
Å

1

n2

ã
n∈N∗

∈ ℓ1(N∗)

Et comme on a
+∞∑
n=1

1

n2
< +∞, on conclut

La famille
Å

1

σ(n)2 + n

ã
n∈N∗

est sommable.
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