
ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Programme de colles

! Venir avec un cahier de colles : y coller les énoncés des exercices et les reprendre à l'issue de
la colle.

Semaine 12 16/12/24 - 20/12/24

Programme :

Séries entières :
� Dé�nition, lemme d'Abel, rayon de convergence, intervalle ouvert et disque ouvert de

convergence, mode de convergence dans le disque ouvert de convergence et hors de l'adhé-
rence de ce disque, utilisation de la règle de d'Alembert, convergence normale sur tout
disque fermé centré en 0 de rayon r < R, continuité de la somme sur le disque ouvert de
convergence ;

� Pour
∑

anz
n et

∑
bnz

n, comparaison des rayons si an = O(bn) ou an∼ bn ;
� Somme de séries entières, même rayon pour

∑
anz

n et
∑

nanz
n, série entière dérivée,

intégrée, produit de Cauchy de séries entières ;
� Somme d'une série entière d'une variable réelle, continuité, théorème d'Abel radial, inté-

gration terme à terme, dérivation terme à terme, expression des coe�cients ;
� Fonction développable en série entière, unicité du développement, développements usuels ;
� Exponentielle complexe, propriété fondamentale ;
� Utilisation d'un problème de Cauchy.

Espaces préhilbertiens réels (début, cours uniquement) :
� Produit scalaire, norme euclidienne, identités de polarisation, inégalité de Cauchy-Schwarz

et cas d'égalité, la norme euclidienne est une norme ;
� Vecteurs orthogonaux, liberté d'une famille orthogonale de vecteurs non nuls, théorème

de Pythagore, orthogonal d'une partie, propriétés de l'orthogonal d'une partie, sev ortho-
gonaux, orthogonal d'une famille génératrice, cas de deux sev dont la somme vaut l'espace
et qui sont orthogonaux ;

� Famille orthonormale, liberté, orthonormalisation de Gram-Schmidt, bases orthonormales,
formules matricielles dans un espace euclidien muni d'une base orthonormale.
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Questions de cours : (avec preuve)

1. Exemple de série entière ne convergeant pas normalement sur D(0,R) avec 0 < R < ∞ ;

2. Intégration d'une série entière ;

3. Dérivation d'une série entière ;

4. Exemple d'une fonction C ∞ sur R non développable en série entière ;

5. Unicité du développement en série entière ;

6. Propriété fondamentale de l'exponentielle complexe et conséquences ;

7. Développements en série entière usuels ;

8. Produit scalaire canonique sur Mn(R) ;
9. Identités de polarisation ;

10. Inégalité de Cauchy-Schwarz et cas d'égalité ;

11. Théorème de Pythagore ;

12. A⊥ = Vect (A)⊥ ;

13. Si E = F +G, on a F⊥G ⇐⇒ F = G⊥ ⇐⇒ G = F⊥ ;

14. Théorème d'Abel radial (preuve réservée au groupe au groupe (+)) ;

15. Orthonormalisation de Gram-Schmidt (preuve du premier énoncé uniquement, réservée
au groupe (+)).
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