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Corrigé du devoir en temps libre n°8

Probléme 1

On a V(m,n) € (N*)2  m?+n?< (m+n)?

1 1

(m+n)? = m2 4+ n2

d’ot V(m,n) € (N*)?

et par conséquent, les familles étant & termes positifs

1 1
< )

On pose Vp=2  I,={(m,n) € (N)? | m+n=np}
La famille (I,),>2 est une partition de (N*)? et on a

vp=22 L={(mp-—m)me[l;p-1]}
Par sommation par paquets, il vient

> ;;Zi((z ;):gp—l

m,n)e(N*)2 (m + n)2 m,n)€l, (m + n)2 p=2 p2
(m,n)€e(N*)

11
Poo ~ =50
p

p—+oo P
D’apres le critére des équivalents, licite car les termes sont positifs, et le critére de Riemann, on
trouve

Or, on a

1
Y g =0

Par comparaison, on conclut

1

_— n’est pas sommable.
m2 + n? ) (m,n)€(N*)2

La famille <

Probléme 11

1

1. On pose V(n,t) € N* x [0;+00 | fa(t) = m

1
Pour n entier non nul, on a f,, € €, (R, R) puis f,(t) = O <t_a> d’ott I'intégrabilité de f, sur

[0;+00 [ par critére de Riemann. Ainsi

’Pour n entier non nul, 'intégrale définissant I, est convergente.‘

2. D’apres le théoréme de changement de variable, les intégrales



/+oo dt . 1 /+oo uéfl d
——— € . du
0 (1 + ta)n omé 0 <1 + E)

n
sont de méme nature et égales en cas de convergence. Comme l'intégrande de v,, est positif, on
conclut

: ey 1
Pour n entier non nul, I'intégrale v,, converge absolument et v, = an=1L,.

3. Soit n entier non nul et u > 0. D’aprés la formule du binéme de Newton, on a

(5 =soE) =x0E)

n k=0 n k=0 n
Ainsi meN  vuz0  (1+2) >1+u
n
4. Soit u >0, on a (1 + E)” _ ontn(1+2) _ gn(2+0(3)) — quto)
n
. . U n
Ainsi Yu >0 <1 + —> — e
n n—o00
wel
5. On pose V(n,u) € N* x]0;+00] In(u) = —xw
(1+3)
n
On observe Vu>0  go(u) =ua! (1 + E>_ — s ua e
n n—o00
1
et V(n,v) € N* x]0;+00] 0< gn(u) < p(u) avec ¢u) = ——F———
u' "o (1+ )
O Gom(]0; R =0 ! = O ! b
nape Gm(0;+00[,Ry avec p(u) vt Gy et p(u) e O\t en observant que
1
1——<1et2—— > 1. Par critére de Riemann, la dominante ¢ est intégrable par convergence
o a
dominée, on a
(=)
v, — ['| —
n—oo o

Remarque : En fait, la fonction ¢ est 'intégrande de v; qui converge absolument.

1
6. On en déduit cméln — T <_>
n—00 o
1 1
On conclut I, ~ T <_)
n—+oo an« (e
Probléme III
1. Le calcul donne V(p,q) € Z* / elP=9t dt = 274,




2. Soit P = >~ a,X*. Par linéarité de I'intégrale, il vient

k=0
/WP(eit)eit dt = iak/Wei(k+1)t dt = i Ok [ei(kJrl)ﬂ _ 1} —i o~k [1 _ (_1)k+1]
0 k=0 Jo i=o0i(k + 1) =0k +1
s . . 1
Ainsi VP € R[X] / P(e)elt df — i / P(1) dt
0 —1

d . . .
Variante : Soit Q tel que Q' =P. On a EQ(e“) = ie"P(e™) puis

Q) — Q(-1) = — [Q(e™) — Q)] = — / et dt et Q(1) — Q(-1) = / P(t) dt
d’ou I'égalité.

1 ™
3. Soit P € R[X]. On a / P2(t) dt = —i/ P%(ei?)ei df
- 0

1
Par inégalité triangulaire, il s’ensuit

/_11P2(t) dt < /Oﬂ P(e)

et on remarque P(elt) = P(e ™) pour ¢ réel d’ou

Zdt:/pP®WP®%dt
0

/_1 P2(t) dt < /OWP(eit)P(eit) dt

1

Par parité de l'intégrande ¢ — P(e')P(e ™) sur Pintervalle centré [ —7; 7], il vient

/WP(eit)P(e‘it) dt = 2/OWP(eit)P(e_it) dt

—T

4. Soit P € R[X]. On a

/Olpz(t) it < /_1P2(t) dt < /Oﬂp(eit)P(e_it) dt = %/WP(eit)P(e‘”) dt

et /WP(eit)P(e_it) dt:/ﬂP(eit)Wdt:/ﬂ P(ei)[? dt

! 1
On conclut VP € R[X] / P2(t) dt < 5/ {P(e“’)}2 de
0 -

5.(a) Soit n entier. On pose P = > |ax| X¥ et Q = >~ |by| X*. 11 vient par linéarité de 'intégrale

k=0 =0

/1P(t)Q(t) dt = /1 S Jagbe Rt dt = x|
= N — _10kOe|
0 0 0<k,<n ng,égnk +4+1

Par ailleurs, on obtient avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz

</01P(t)Q(t) dt>2 < /01P2(t) dt/01Q2(t) dt



Avec I'inégalité établie a la question précédente il vient

|axbe| / it) 2 /Tr i) |2
elt)|” dt elt)|” dt
o<;§<nk+€+1 )| _WIQ( )|
Puis, on a

/W [P(e™)|* dt = /WP(e”)P(e“) dt

—T7 —T
T ™ n
_ / S |aga] e 0 dt — ] / -0t 4t — 273" |ax?
—m0<k l<n 0<k,l<n —T k=0

et de méme pour le polynome Q. Par conséquent, on obtient

|akb€
o<ki<nk + €+ 1

\/ 5™ [aul?, /37 (6] 2
=0 /=0

5.(b) Les familles (ag)ren et (be)ren étant de carrés sommables, les séries S |ax|” et 37 |bg|”
convergent. On en déduit

arby|
Vn eN _labd \/zw \/z|bg|2

0< M<nk—|—f+l

et pour toute partie finie F C N2, on dispose de n entier tel que F C [0; n]? ce qui prouve que

'ensemble { > a1

P F fini C NZ} est majoré. On conclut
(k,0)eF

b
La famille ( k0 > est sommable.
k,0)eNZ?

k+0+1 (

Remarque : On peut aisément généraliser certains résultats établis précédemment. Pour P €

C[X] avec P = > a;X*, on a
k=0

/ {P(ei’t)|2 dt = / P(e)P(e ) dt = P> akag/ e!h=0 dt = QWICZO g

o - <k A<

Il s’agit de [’égalité de Parseval. Pour Q € C[X] avec Q = > b,X*, on a par inégalité triangulaire
(=0

/Olp(t)Q(t) dt' </01|P(t)||Q(t)| dtg/ol <,§|“’“|tk) <§O|bg|t€) g

et on obtient ["inégalité de Hilbert
SN
k=0 =0

akbg

2

o<ki<nk + 0+ 1




