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Feuille d’exercices n°40

Exercice 1 (*)

Déterminer les limites des suites de terme général :
s +oo +ooS' )"
1 [ sineyar 2. / sin(t)me ~* dt 3, / ()" 4
0 0 0 t

Corrigé : 1. Ona Vte€ [O ;g [ sin(t)" —— 0 et 0<sin(f)" <1

n—0o0

. . 7T .
La dominante ¢ — 1 est intégrable sur [O; 5 [ d’ot1, par convergence dominée

jus

/ " sin(t)" dt —— 0
0

n—0o0

2.0n a

77
1)t sit=nm+ =

Vi >0 sin(t)"e " —— (=1) 2 et 0L sin(t)"e | Le !
oo 10 sinon

La limite simple est continue par morceaux sur R, et la dominante est continue sur R, avec

1
et = o (23 d’ou son intégrabilité par comparaison et critére de Riemann. Par convergence
t—+o00

dominée, on conclut

n—oo

+00
/ sin(t)"e "t dt —— 0
0

3. Pourn > 2, on a

) —1)"C T . .
)" ( [t = - )" t)?
vt >0 —Sm(2> — e =Ry |Sm(2) < Smg)
t n—00 0 t t

sinon

La limite simple est continue par morceaux sur R, et la dominante est continue sur |0;+oo |

sin(t)? sin(t)? 1
t) — let L = 0 (—) d’ou son intégrabilité sur |0; 1] par prolongement
12 t—0 t2 t—+00 t2

par continuité et sur [1;+o00 [ par comparaison et critére de Riemann. Par convergence dominée,

on conclut
+00 o3 )"
/ S g
0

vec

12 n—00

Exercice 2 (*)

Déterminer un équivalent des suites de terme général :

1_:,_% us +oo .
1. / V1+trdt 2. /4 tan(¢)™ dt 3. / e ™ dt
1 0 1



Corrigé : 1. Soit n entier non nul. On pose u =t — 1 puis v = nu et on trouve

1+% % 1 1 UNT
vl—l—t"dt:/ \/1+(1+u)"du:—/\/1—|—<1+—) dv
1 0 nJo n
fU n
On pose V(n,v) € N* x [0;1] fn(v):\/1+<1+g>

Avec l'inégalité In(1+z) < x pour x > 0 et le développement In(1+ z) = = + o(x), il vient pour
n entier non nul

Vo e [0;1] fa(v) — V1+ev et 0< f(v) <V1+ev

n—oo

La dominante est continue sur le segment [0;1] donc intégrable sur [0;1]. Par convergence
dominée, on conclut

1+% 1
Vi+tndt ~ —

1 n—+oo 1N

1
/ v1+evdo
0

Remarque : Avec le changement de variable u = /1 + e?, on sait calculer 'intégrale.

2. Avec le changement u = tan(t), on obtient

jus 1 n
4 u
Vn e N /0 tan(t)" dt = /0 T du

Puis, avec le changement v = u" pour n entier non nul, il vient

1 1 1
n 1 n
/ Y 2du-—/ Y > dv
0o 1+u nJo 14 vn

Pour v € |0;1] et n entier non nul, on a

1 1
Un Un
- ——1 et 0< .
1+wvn n—ooo 1+wvn

La dominante v — 1 est clairement intégrable sur | 0; 1] et par convergence dominée, on trouve

<1

1

1 1
/ Y = dv 1
0 1 + vn n— 00

i 1
D’ou / tan(t)*dt ~ —
0

n—+oco 1

3. Soit n entier non nul. On pose u = t". On trouve

+00 N 1 +Ooe—u
/ et dt:—/ un du
1 nJy u

e " 1 e
On a Yu>1 un > et 0<
u n—oo u u

La dominante u — e ™" est continue sur [1;+00[ avec e™ = o (—2) d’onr son intégrabilité
uU—+00o u

par comparaison et critére de Riemann. Par convergence dominée, on conclut

+00 1 +0o0 , —u
—tn €
e dt ~ = du
1 n—+oo N, 1 u




Exercice 3 (**)

Déterminer la nature des séries de terme général :

o dt L7 In(t)
L (=" —_— 2. dt
( )/0 (1+41¢2)n /0 1+t

Corrigé : 1. La série vérifie le critére des séries alternées. On utilise le théoréme de convergence

dominée pour établir la limite nulle avec ¢ — comme dominante intégrable sur [0;+o00 .

1+ t2
On conclut

+0o0 dt
La série -1 ———— converge.
SO comers

2. Soit n entier non nul. On pose u = t". On trouve

Y In(t 11
/ n(t) dt = — n(u)l ur du
o 1+t n=Jo 14 un
1 1 1
Puis Vue]0;1] n(u)l un > n(w) et 0< n(u)l un | < —In(u)
14+ un n—00 2 14+ un

1
La dominante est continue et intégrable sur | 0;1] puisque — In(u) = o <7) Ainsi, par conver-
u

gence dominée, on a

bl . 1! 1
/ n(u)l un du — = [ In(u)du = —=
0 ]_ + Un n—o0o 0 2

1
t" In(t 1

Finalement / ﬂ dt ~ ———

0 1+t n—too  2n2

Exercice 4 (*)
Soit f € €°([0;1],R) avec f(1) # 0.

Déterminer un équivalent simple pour n — +oo de / tf(t) de
0

Corrigé : Soit n entier non nul. On pose u =t". On a

/Ot”f /f Undu

Puis vue]0s1] flunut — f(1) et |f(uh)

n—oo

< [l lloo

La dominante v — || f||o est clairement intégrable sur ] 0;1] et par convergence dominée, il vient

/fun yur du — lf( I)du= f(1) #0

n—oo 0

Ainsi /lt”f(t) dt ~ Ja)
0

Exercice 5 (**)

Déterminer les limites de la suite de terme général :

3



n t n +00 ! +00
L e [T [
0 " O TL(k+t) o he
k=1
Corrigé : 1. On pose
t

1+—> e ? site[0;n]
n

vt >0 Vn > 1 fult) = (

0 sit>n

Pour t > 0, on a t € [0;n] pour n assez grand et avec l'inégalité de concavité In(1 + u) < u
pour u = 0

In(t) = enn(1t7) =2 — gttoe=2 4 o=t ot

n—oo

<

~

fn(t) < ete—Qt — e—t

avec t — e~ intégrable sur R, . Ainsi, par convergence dominée

n " n +00
/ (1—1——) e 2 dt —— e tdt=1
0 n n—oo  [q
n!

2. On pose ViZ0  Vn2>2 fult) = 57—
[T+ k)
k=1

1x2
Pour n > 2, on a Vvt >0 0< fult) < a

(t+ 1)(t+2)

qui fournit une dominante intégrable indépendante de n. Puis on écrit

VE>0  fu(t) =exp (‘ém< t>>

(13)

k

> In

Or vVt >0 1+-) — +x
k=1 k n—00
. . . . L o . t t
puisqu’il s’agit d’'une somme partielle de série positive divergente avec In | 1 + ) On
—+00

en déduit f,(t) — 0 pour tout ¢t > 0 et par convergence dominée, on conclut
n—oo

+00 n'
/ ; dt — 0
k=1
bodt o dt
3. On pose Vn € N I, = / et J,= /
o 1"+ et Lt et
1 L 1 —t
On a Vi e [0;1] —e et 0< <e
tn + et n—00 4+ et
i vVt > 1 ! t 0< L Let
uis e e
p tn+et Nn—00 \tn+et\
Comme ¢ +— e " est intégrable sur [0;1[ et sur | 1;+00 [, par convergence dominée, on conclut
+00 dt 1
/ — =, +J,— e tdt
0 tn 4 et n—oo  Jq




Exercice 6 (**)

bodt
On pose Vn e N I, =
y L+t

1
Déterminer un développement asymptotique de I, pour n — +0o a une précision o (—)
n

Corrigé : Pourt € [0;1], on a

1 1
——1 et VneN 0< <1
1+1t" n—oo 1+tn

avec t — 1 intégrable sur [0; 1. Par convergence dominée, il vient

/ — dt=1
0

14+t nooo 0
1 tn
Puis Vn € N In—lz—/ dt
o L+tn

Pour n entier non nul, on pose u = t". Il vient

1Y un

L 1=+ / du

nto 1+u

Pour v €]0;1], 0on a
un 1 un
- t YneN* 0<-——<1
1+u nsoo 1+4+u ¢ " S 14w
Comme v +— 1 est intégrable sur | 0; 1], il vient par convergence dominée
1
d
nl, —1) — — [ -S4 = ()
n—00 0 1 +u
In(2 1

Ainsi I,=1- ul )—i—o(—)

n n

Variante : On peut aussi réaliser une intégration par parties sur I, — 1 avec n entier non nul.

On a

bt t Lot
In—1:—/ tdt:—[—ln(ut”)} +—/ In(1 4 ¢") dt
o L+1t" n o nJo

Avec l'inégalité de concavité In(1 + u) < u pour u > —1, on établit que I'intégrale est de limite
nulle et on retrouve le résultat précédent.

Exercice 7 (**)

s

: 1 [V 2\"
1. Montrer Vn € N* / sin(¢)?" T dt = / (1 - —) dt
0 0 n

n

S

%
2. On rappelle / sn(t)" dt ~ /-
0 n 2n

—+0o0

+0o0
En déduire la valeur de 'intégrale de Gauss / et dt.
0

3



Corrigé : 1. Soit n entier non nul. On pose u = cos(t) puis u = — et on obtient

/0 sin(t)?" ! dt:/og(l—cos(t)2)sin(t) dt:/ol(l—u du = \/_/ 1—— dt

&l

Wl

2. On pose V(n,t) e N* x R, falt) = (1 - E) ]l[o;\/ﬁ](t)
On a pour ¢t > 0 falt) —— e et VneN* 0< fult) <e

n—oo

—¢2

d’aprés I'inégalité de concavité In(1 — u) < —u pour u € [0;1[. Comme ¢ — e~ est intégrable

. 2 1 .
sur [0 ; OO [ puisque € = 0 <—>, on conclut par convergence dominée
t2

\/771 t2 n +00 )
/ (1——) dt —— e U dt
0

n n—o00 0
:
Avec 'équivalent / sin?"ttdt ~ L
0 n—+o0o 2\/5
+00 pr
On conclut / et dt = \/7_
0

Exercice 8 (*)

+00 t2 +oo 1
Montrer que / dt =2), =
0 e n=1M1
2 +oo
Corrigé : On a Vt >0 T = e t> e
e — n=0

—(n+1)t

Pour n entier, on a f, : t — t?e~ € €(]0;+00[,R), prolongeable par continuité en 0 et

1
fn(t) L= 0 <—t2). Par double intégration par parties, les crochets étant finis nuls, on obtient
—+00

2

+00
VYn € N TRT R L [ ——
/0 (n+1)3

+00
Ainsi, la série Z/ |t2e =D At = Y
0

intégration terme a terme, on conclut
+o0 t2 +00 400 400 +o0 100 1
/ —— dt = / (Zth—W“)t) dt = > tPe~(tDEdE =23 —
0 et —1 0 n=0 n=0J0 n=1T

Exercice 9 (*)

converge par critére de Riemann et par

2
(n+1)3

+00 dt
Déterminer la nature de la série o
n=1J0 (1 +1 )n

+0o0o 1 1
converge avec Z 5~ = —. Supposons la série

Corrigé : Pour ¢t > 0, la série ) (L2 ¢

n>1<1+t )



+00 dt

2.

m convergente. D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, la fonction
n=1J0

+00
t+— > ———— est intégrable sur |0;+00| et on a
gl(l + tQ)n g ] + [ n
400 +00 dt +00 +00 1 +00 1 1 +oo dt
> A :/ <Z—2>dt:/ ' dt:/ <
=Jo (182" 0 = (14 2)" o L+t3,_ 1 o
14 t2
Cette intégrale étant clairement divergente, on en déduit que ’hypothése est fausse et on conclut
L . Z +o0 dt d
a série —— diverge.
nz1J0 (1 + t2)n &

Exercice 10 (*)

o1 Un(t
Montrer que — = / & dt
n=1T 0 t—1
In(t +00
Corrigé : On a Vie]0;1] %z—ln(t}Zt”
- n=0

1
Pour n entier, on a t — t"In(t) € €(]0;1],R) avec t"In(t) =, 0 <%> par croissances com-
%

parées d’ou son intégrabilité et en intégrant par parties, tous les crochets sont finis, nuls et on

a
@t 1 [t 1
— | - At = ————
n+1 1, n+1/, (n+1)2

5 converge par critére de Riemann, on conclut en intégrant

1
(n+1)

1
VneN /t”ln(t) dt =
0

Comme 3° /0 7 In(t)] dt = 3°

terme a terme

Al%dt: /01 <+ZOO _tnln(t)> dt::Z: 01 () di= 3




