ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°41

Exercice 1 (**%*)

1
tn
Déterminer un équivalent simple de / dt pour n — +oo.
o 1+t+...+trt
1
t"(1—t
Corrigé : On a Vn eN L, = / 1(—15”) dt
0 _

Soit n entier non nul. Avec le changement de variables u = t", on obtient

1M —
In:—/ uu%du
0

n 1—u
1 In(u)
1—un 1—e™n -1
On a Vuel0;1] Ny =y 5 n(u)
1—wu 1—u n—oo 1 —u

T

et avec 'inégalité de convexité 1 —e® < —x pour tout x réel, on obtient

In(u)

l—en e —In(u)

Yue|0:1 0< <
uel0;1] " 1—u 1—u

—In(u)

—Uu

La dominante u

SINNE

= —) d’out son intégrabilité sur |0;1[. Par convergence dominée , on en déduit
1—u wu—0 \/ﬂ
1
—In(u
n?l, / () du
n—oo  J 1—u

1 =1
Ainsi I, ~ — —In@) 4,

n—s+oon? o 1 —u

est continue sur | 0; 1 [, prolongeable par continuité en 1 et vérifiant

Exercice 2 (***)

) . . n t -n
Déterminer lim — (1 + —) dt
Corrigé : On pose

V(n,t) € N* x]0;+00] falt) = — (1 + E>_n]l[om](t)

On a VE>0  fu(t) —
En développant le binéme, on montre

Vn € N* vt >0 <1+



1
Vi1 +t)

1 1 ; 1 1
V(L + 1) 20 \/t ¢ V(L +t) t=+o0 5

Ainsi V(n,t) € N* x]0;+00] 0< fult) <

Et cette dominante est intégrable sur |0;+o00 [ puisque
Ainsi, par convergence dominée, on conclut

n 1 t —n +0o0 . —t
/ — (1 + —) dt —— e dt
0 Vi n n—o0  Jq t

Exercice 3 (***)

n t Tl2
Déterminer lim cos <—> dt
n—+oo 0 n
Corrigé : On pose

2

V(n,t) € N* xR, ful(t) = cos (%)n Lion(t)

On admet que [0;1] C [O;g [ ce qui justifie que f, est a valeurs dans |0;+o00[. Soit ¢ > 0.
Pour n > t, on a

+2
Fult) = emmeos(®) = o n(amo(GE)) — oG o5

n—+oo

Il faut ensuit majorer un peu finement le cos. Par concavité et position graphe/corde, on a

T 2
Yu € [0;—} Si Z —
u 5 in(u) —u
et apres intégration
u L) 2
VUE[O;E] / sin(t)dt=1—cos(u)>/—tdt:u—
2 0 g T T
: m u?
autrement dit Yu € [O ; 5] 1 —— > cos(u)
T
y/\ y/\
y = sin(x)
2
y=—x
m
z?
y=1-—
T
> T > T
y = cos(x)

Il s’ensuit, en combinant I'inégalité précédente avec 'inégalité de concavité In(1 — u) < —u pour
u<l1



V(n,t) € N*x e R, 0< fult) <e w) <e w

g s oz ss s 1t 2 . _tZ .
I'inégalité étant trivialement réalisée pour ¢ > n. La dominante ¢ — e~ = est continue sur

_i2 1 . o e : s
[0;+00[ avec e~ = L= O 2 d’ott son intégrabilité sur [0;+oo [ par comparaison et critére
—+00

de Riemann. Ainsi, par convergence dominée, on conclut

n t n2 +00 2
/ cos (—> dt —— ez dt

Remarque : On peut aussi procéder avec l'inégalité de Taylor-Lagrange en utilisant
2

VieR cos(t) — 1+ — < —

H=1+35 <73

Ainsi, pour n entier non nul et £ € [0;n ]

t t
n?1n cos (—) < n? <COS <—) — 1)

n n
ot 2t
ST G T
> T S T2
ce qui fournit ensuite une dominante intégrable.

~X

Exercice 4 (***)

vn t n
Déterminer lim (1 — —> etV dt
0 Vn

n—+oo

Corrigé : On pose

V(n,t) € N* x R, fnlt) = (1 — %)netﬁﬂ[o;ﬁ](t)

Pourt>0etn >t ona

t t t2 1 2
n(t) =€ {nln(l——)—l—t n}:e [n(————+o(—>>+t n}—>e2
fult) = exp ) PV =espnl - — g kol ) ) i)
L’inégalité classique de concavité In(1 — u) < —u pour u < 1 ne suffit pas puisqu’elle fournit
simplement f,(¢) < 1 pour tout (n,t) € N* x R, dominante qui n’est pas intégrable. On pose

2

Vo e [0;1] h(m)zln(l—x)+x+%

La fonction h est de classe €' par théorémes généraux avec
2

1
Vo e [0;1] h/(x):_l—x+1+x:_1—x

Pour z € [0; 1], on a clairement A'(z) < 0 et par conséquent h décroit avec h(0) = 0 d’ou

2

Ve el0;1] ln(l—x)g—x—%

+2

On en déduit vVt >0 0< fult) <e 2

2
. _t . 4 s
La dominante ¢t — e~ 2 est intégrable sur R, et par convergence dominée, on conclut



Vn t\" too
/ (1——) etV e~z dt
0 Vv n—=oo Jo

Remarque : On verra lors de I'étude des séries entieres qu’on dispose de I'égalité

+Oox7’l Z'Q +oomn
x €| [ n(l—x) n;ﬂl T 25
72 +00 N
Ainsi Ve e[0;1] ln(l—x)—|—x+?:_z_<0
n=3 T

d’out le choix précédent pour la dominante.

Exercice 5 (**)

Soit (n,z) € N* x]0;+00[. On pose

_ n! 7) = +Ooq,=—1e—t (z) = "o Y
un(:c)—ﬁ(x+k) I(z) /Ot dt 1) /Ot (1 n) dt

k=1
1. Justifier que I'(x) est bien définie pour = > 0.

2. Montrer Vo >0 I, () —— T'(2)
n—o0

3. En déduire un équivalent simple de w,(z) pour x > 0 quand n — +o0.
Corrigé : 1. Soit > 0. On a f: t = t"e ™" € €, (]0;+00 [, R) avec
1 1
1) 150 0 (tl—x> et f(t) t oo © (t_2>

Ainsi, la fonction f intégrable sur [0;1] et [1;+00[ d’on

La fonction I' est bien définie sur |0 ;+o00 [.

t n
2. On pose V(t,n) € ]0;+00[ x N* fot) =t=71 (1 — —> Ly0.m((t)
n
Clairement vt >0 fa(t) —— t*le™?
n—oo

Avec I'inégalité classique In(1 4 u) < w pour u > —1, on obtient

W(t,n) €]0400 [ X N° 0 fult) =t e 001y () < T

Par convergence dominée Ve >0 I(x) — T'(2)

n—o0

3. Avec le changement de variables ¢ = nu, on obtient
1
Ve >0  I(z)= n‘”/ u" N1 —w)" du
0

Aprés n intégrations par parties, il vient

1 | 1
0 o 0 x

Par conséquent Ve >0 up(z) ~




Exercice 6 (***)

1
On pose V(p,q) € N? L,= / tP(1—t)7dt
0

1. Pour (p,q) € N?, déterminer une expression de I, , avec des factorielles.
1

2. Montrer la convergence puis calculer la somme de la série Zm

Corrigé : 1. En intégrant par parties (fonctions €1), il vient

1 1
tPt1(1 — ¢)e
Ipq:/tpu—t)th:[ ( )} + 2

Autrement dit V(p,q) € N x N* L=

1
/ tPH (1 — )t de
0

|
m p+1,g—1

Par une récurrence immédiate, on obtient

gx(g—1)x...x1
V(p,q) ENxN  I,,= 0
P+ D) x (p+2) x o x (p+g)
1 1
avec I = [ tHdt = ——
p+q,0 /0 p+q+1
) [ Ix...x(p—1)xpxgq I plq! 1
puis q= 0=
PET Ix . ooxpx (p+1) x...x(p+q) 7™ P+ (p+qg+1)
Dot V) eNxN I !
Oll 7 7:
p,q P4 (p+q+1)(p-;q)

2. Notons u,, = I,,,, pour n entier. D’aprés le résultat de la question précédente, on a
1

Vn e N n=-"———"735+

Uny1 20+ 1 (n+1)2 1
U,  2n4+3(2n+2)(2n+3) nooo 4

D’aprés le critére de d’Alembert, la série Y u, converge. On veut ensuite calculer la somme
1

+00 +oo
Sun =3 [ (1 — )" dt
n=0 n=0J0

et Vn e N

+00 1
Comme Y t"(1 — ¢)" converge pour tout ¢t € [0;1] avec Y t"(1 — )" = [T et comme
n=0 —t(l —

1
Z/ t"(1 — t)™ dt converge, il vient d’aprés le théoréme d’intégration terme a terme
0

s - L
tnl—t"dt:/ tnl—tndt:/—
P P T H1=0)

Enfin, par les techniques habituelles de calcul intégral, on trouve

/1 dt _/1 dt
o L—t(1—t)  Jy (t—1/2)% +3/4
: du > du {2 <2u>}
= o " — 9| = Arctan | —
/;u2+3/4 /0u2+3/4 V3 B/,

3




On conclut La série )

1 27T\/§
5

———— converge et sa somme vaut
(2n+1)(*")

1
Remarque : Pour n entier, avec 'égalité u,, = / (t(1 — t))™ dt, on peut observer

0<u, < /—dt

ce qui prouve la convergence de > u, par comparaison.

Exercice 7 (***%)

+00 dt
On pose Vn > 2 Uy, =
o 1+t

1. Justifier que la suite (u,), est bien définie puis déterminer un développement asympto-
tique a trois termes pour n — +00.

2. Montrer la convergence de la série Y (u,, — 1) puis déterminer un équivalent simple de
son reste d’ordre n.
1

Corrigé : 1. On pose Vt >0 Vn > 2 fn(t) = T

1
Pourn > 2, ona f, € €(R,,R) et fn(t)t o Ainsi, d’aprés le critére de Riemann, la fonction
—+o0 T

fn est intégrable sur R, ce qui prouve que

La suite (u,), est bien définie.

Selon la position de ¢ vis-a-vis de 1, la limite simple de (f,,(¢)), n’est pas la méme. D’apres la

relation de Chasles, on a
1 +00
dt dt
Vn > 2 n=
"z B /01+tn+/1 1+

On a Vte[0;1]

—_

— 1 et 0K
14+t" nooo 1+t

La fonction constante égale a 1 est intégrale sur 'intervalle [0; 1] d’ou, par convergence dominée

—_— dt =1
0 14+t nooo 0

1 1
— 0 et 0< <
14+ t" n—oo 14+t ~ 1+¢2

<1

Puis vVt >1

La dominante ¢ — est intégrable sur | 1;+o00[ d’ot, par convergence dominée

/+oo dt
—0
1 1+1t" nooco

Ainsi Uy — 1

n—oo

1+ ¢2

On va donc s’intéresser au comportement asymptotique de la suite (u, — 1),. Soit n entier non
nul. Avec le changement de variable u = 1/¢, on obtient



1 1 n—2
dt
Vn > 2 un:/ +/ ¢ du
o 1+1" o 1+um

1, n 2

u™(1 —u?)
d’ou VneN 2 — 1= [ —=
ou n Up+2 /0 e

Avec le changement de variables ¢ = u”, on obtient

RS 1 pin(1—eai®) |
un+2—1:—/—2tndt:— T
nfo 1+t n?Jo 1+ttt

21
n (1 —en! (t)> . —21n(t)

On a Vte]0;1]
On a 1 —e® < —x pour tout x réel par inégalité de concavité et par suite

2
n(l—ex™) o
Yn>2 Vtelo:l] o<< >tn<—n()

14+ T4
. . —21In(t) 1 . L e
La dominante est continue sur |0;1] et on a ——= = o| —= | d’ou son intégrabilité. Par
1+ t2 =0 \/]_f
convergence dominée, il vient
1
—21In(t)
?(Upga — 1 > / dt
n (u +2 ) oo ; 1+¢
2 ('In(t 1
On en déduit Uy = 1——2/&&—1—0(—)
n—+00 n?f, 1+t n2
1
2.0n a u, —1 = O<—2>
n—+oo n

Par comparaison et critére de Riemann, la série ) (u,, — 1) converge. Puis, par sommation des
relations de comparaison, comme
1
2 In(t
) 4

Uy =1 ~ —=
n—+oo N2 0 1+t

+00 11 t too 1
il vient > (up—1) ~ —2/ In(t) dt > —
k=n+1 n—+oo 0 1+t k=n+1 k

et par comparaison série/intégrale, on trouve
=1 eede 1
— ~d —_— = —
k=n-+1 k2 n—+00 /n t2 n

- oo 2 (MIn(t)
On conclut |La série > (u, — 1) converge et > (up—1) ~ —— [ —=dt
0

k=n+1 n—+oo n

Remarque : Avec I'égalité
1, n 2
u™(1 —u?)
Vn e N nio—1= [ ————=
n Un+2 /(]' 1 _|_un+2

on obtient 'encadrement



! 1 1 2 1
VneN  0<ups—1< | u(l—u?)du= _ _ :o(—>
" R /ou( w) du n+l n+3 (n+1)(n+3) n?

ce qui suffit & prouver la convergence de ) (u, — 1) mais est en revanche insuffisant pour un
équivalent du reste.



