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Feuille d’exercices n°54

Exercice 1 (**)

Soit M € E = ,(R) avec n entier non nul. On suppose M trigonalisable dans E. Montrer que
M admet une base orthonormée de trigonalisation.

Corrigé : On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Notons % la base canonique de

R™, f 'endomorphisme canoniquement associé¢ & M, & = (u4, ..., u,) une base de trigonalisation
de M, Z = (vq,...,v,) la base obtenue par orthonormalisation de (uy,...,u,). En utilisant la
relation

VEe[l;n] Vect (uq, ..., ux) = Vect (vq, ..., v)

il vient Vie[l;n] f(v;) € f(Vect (vy,...,v;)) = f(Vect (uq, ..., u;))
et comme % est une base de trigonalisation
f(Vect (ul, .. ,UZ>> C Vect (ul, . 7Ui> = Vect (Ul, .. 7Ui>

On conclut

’La matrice T = mat ¢ f est triangulaire supérieure avec .Z base orthonormée de R".

Exercice 2 (**)

Soit E euclidien et p, g des projecteurs orthogonaux. Montrer
ImpClmg < vVeeE  |p()] <)l
Corrigé : Supposons ||p(z)| < |lg(z)|| pour tout x € E. Il en résulte que Ker ¢ C Ker p et par

suite
1 L
Im p= (Ker p)= C (Ker q)” =Im p
Réciproquement, supposons Im p C Im ¢. On a Ker ¢ = (Im ¢)* C (Im p)* = Ker p. Soit z € E.

On observe que

q(x) = p(x) + q(x) — p(x) et q(x) —p(x) =q(x) —x+x—p(x) € Ker p

D’apres le théoréme de Pythagore
la()[1? = llp(@)[* + [la(z) — p(2)[I* = [Ip(=)]?

Ainsi ImpClmqg < VxecE [p(x)| < lq(z)]

Exercice 3 (***)

Soit E euclidien de dimension n.

1. Montrer qu’il existe z1,..., 2,11 dans E tels que

Vi) € [1in+ 12 avee i#j (w25 <0



2. Soient zy,...,x, dans E vérifiant

V(i,5) €[1;p]* avec i#j (zi, ) <0

p p
(a) Soient ay,...,q, réels tels que Y a;x; = 0. Montrer > |o;| z; = 0.
i=1 i=1
(b) Soit f € Z(E,R) vérifiant f(x;) > 0 pour tout i € [1; p]. Montrer que (z1,...,x,)
est libre.
(c) En déduire p < n + 1.
Corrigé : 1. Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de E. Pour des raisons de symétrie et aprés
n
expérimentation et dessin dans le cas n = 2, on cherche les z; de la forme z,,1 = =\ e; et
i=1
T =¢€;+ X, pouri € [1;n].
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FIGURE 1 — Famille obtusangle dans R?

Pour (i,7) € [1; n]? avec i # j, on trouve

(zi,25) = (ei, €5) + (€i, Tnt1) + (&), Tas) + ([T [IP = =21 +nA?

et (T, Tny1) = (€5, Tng1) + Hxn+1H2 = —A+n\?

2 1 1
Ceciimpose/\e}();— [et)\e 0;— { Alinsi, pour)\e}o;— [, on a
n n n

V(i,j)e[1l;n+1]* avec i#j (zi,25) <0

Remarque : Une telle famille est dite obtusangle.

p
2.(a) On a I Jel il = 3 fasay| (i, 2;)

1<i,j<p
Comme (z;,x;) < 0, pour i # j, il vient pour tout (¢,7) € [1; p]?
a0y < ooy = oy (s, x5) 2 Josog| (2, )
Aprés sommation, on obtient

P P
I el = 30 cvay(wiag) 2 30 Jaay] (i 25) = 132 |o 2®
i=1 '

1<i,j<p 1<i,j<p i=1

p
On conclut dolaglz; =0
=1




p
2.(b) Soit ay, ..., a, réels tels que Y a;z; = 0. D’aprés le résultat de la question précédente, on
i=1
p
a Y |a;| z; = 0 puis, par linéarité de f
i=1

/ <i |y | Iz) = i la| f(z;) =0
= =T

On en déduit clairement la nullité des o; et on conclut

S'il existe f € Z(E,R) telle que f(x;) > 0 pour tout i € [1; p], alors (xy,...,x,) est libre.

2.(c) On suppose p > 1 sinon c’est trivial. On pose f(z) = — (z,z,) pour € E. On a clairement
f(z;) > 0 pour tout @ € [1;p—1] et (x1,...,2,_1) est obtusangle. D’aprés le résultat de la
question précédente, c’est une famille libre et on conclut

Exercice 4 (***)

Soit E espace préhilbertien, (eq,...,e,) une famille libre de E. On suppose
n
Ve e E ]2 = 3 (e, 2)?
i=1
1. Montrer que (ey,...,e,) est une base de E.
2. Montrer que les e; sont unitaires.
3. Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée de E.

Corrigé : 1. Posons F = Vect (ey,...,e,). On a clairement F+ = {0g} d’'ou F = E et par
conséquent

La famille (eq,...,e,) est une base de E.

2. 50it k€[1;n]. Ona

2
lexll® = [lexll* + [[ Z]] { }(%6@ > el = el <1
i€[1;n]~{k

Supposons qu’il existe k € [1; n] tel que ||ex|| < 1. Pour z € Vect (ei)fe[[lm]]\{k} avec r # Og
(choix possible dans un hyperplan), on a

2
2l = (2, ex)” < [lxlPflexl® < Il
ce qui est absurde. Il s’ensuit que ||ex|| = 1 pour tout k& € [1; n] d’ou

Vie[l;n] el =1

3.S0it k€ [1;n]. Ona

lexll® = llexll* + 3 e ek)* = lleall* = > lenek)’ =0
€[ 1;n]~{k} €[ 1;n]~{k}
On conclut La famille (eq,...,e,) est une base orthonormée de E.




Exercice 5 (***)

Soit E euclidien. Montrer que {(z,y) € E? | (x,y) libre} est un ouvert de E?.

Corrigé : On note B> \ U = {(x,y) € E? | (z,y) libre}. D’aprés le cas d’égalité de Cauchy-
Schwarz, on a

U={(z,y) € B2 | [lz[[[lyll = (=, y)| = O}

E2 — R
On pose ik
(@,y) — [l=([llyll = {z,y)]

L’application (x,y) — (z,y) est bilinéaire sur un produit d’espaces de dimension finie et est
donc continue d’ou la continuité de (z,y) — |[(x,y)| par composition avec la valeur absolue. Les
applications (z,y) — z, (x,y) — y et || - || sont continues d’ou la continuité de (x,y) — ||zl
et (z,y) — |yl et (u,v) — uv est continue sur R? d’ot, par composition, la continuité de
(z,y) — ||z||||y||. Ainsi, I'application f est continue et on a E> \ U = f~! ({0}) qui est fermé
comme image réciproque d’un fermé de R par une application continue. On conclut

| L’ensemble U est un ouvert de E2.|

Exercice 6 (****)

Soit (E, || - ||) un R-ev normé. Montrer
| - || est une norme euclidienne <= V(x,y) € E? lz +y|> + |z —y|*> = 2 (|z|* + ||y]|?)

Corrigé : Le sens direct est immédiat, ¢’est I'identité du parallélogramme. Réciproquement, on
pose

1
V(y) € B2 pley) = 7 lle+yl* = e -yl

Si || - || est effectivement euclidienne, le produit scalaire s’obtient par polarisation d’ou le choix
précédent. On a clairement ¢ symétrique, définie, positive. Reste a établir le caractére bilinéaire
ou simplement linéaire en la premiére variable par symétrie. Soit (:U, Y, z) € E3 On a
Yo Yo
2v,y) =|le +Z||°— |l — =
p(22,y) = o+ SII° = llz =
Puis, par identité du parallélogramme, il vient

Yz = * w_—'—gJ?:Q(E? x_wz>_£_f_ﬂz

lz +S1* =15+ ——I IS+ 1l—==17) =I5 = ——1

) Yo 1T  T—Yy (xQ x—y2> r =Y,
— 22 == =92(|I=Z 12 =

puis lz = SI7 =I5 +——ll ISP+ 1I=—==17) =I5 ==~

En soustrayant ces deux égalités, on obtient

(Il +ylI* = lle = ylI*) = 2¢(z, y)

1
2,7) = =
p(20,7) = 5

Ensuite, on a
1
Pl y) +o(zy) = 7 lle+yll* = e =yl + 1=+ ylI* = = = yl’]
Et par identité du parallélogramme, on trouve

lz+ylP=llz=ylP+llz+y P =llz=ylI* = 5 [lz + 2 + 291> + lz = 2|* = ll= + 2 = 291> — [|l= — 2%

N —



autrement dit

1
o(z,y) +p(z,y) = 590(x +2,2y) = p(x + 2,y)

la derniére égalité résultant de la propriété précédente. Fixons y € E et notons ¢, : x — ¢(z,y).
On a

V(z,2) €E?  ¢y(z+2) = 0y (2) + 0y (2)
Par récurrence immeédiate, on obtient

V(n,z) e Nx E oy (nx) = np,(z)

puis VeeE gy — 1) =py(x) + py(—2) =0
et par suite V(n,z) € Zx E oy (nx) = np,(z)
. . P\ _ _ p
Ensuite V(p,q,x) EZXN*XE ¢, <q—x> = ppy(T) = qpy (—x>
q q
d’otl V(r,x) e Q x E oy (rz) =ro,(x)

Enfin, Papplication x — ¢,(x) est continue comme composée d’applications continues. Ainsi,
pour z € E, les applications A — A, (z) et A — ¢, (Az) sont continues et coincident sur Q dense
dans R d’ou

Vhz) eRxE oAz, y) = oy(Ar) = Apy(2) = Ap(z, y)

On peut donc conclure que ¢ est linéaire en la premiére variable et il s’agit donc d’un produit
scalaire. Ainsi, on a

| - || est une norme euclidienne <= V(x,y) € E? lz +yll?+ |z —yl|> =2 (||z||* + Jyl|*)

Exercice 7 (****)
Soit E un R-evn de dimension finie. On pose

|2+ yl]> + |z — y||?
wE )= Sup e -
@yyeE~f0,03 2 =]*+[y?)

1. Montrer L<pE]-D)<2
2. Caleuler u(R™, | - 1) et u(R™, | - |-

3. Montrer || - || est une norme euclidienne sur E <= u(E,||-||) =1

Corrigé : 1. On pose

_ Nz +ylP + e —ylP?
2 ([ + Ny lI*)

Soit (z,y) € E% Par inégalité triangulaire et identité remarquable, on a

2
Iz + ylI* < (el + lylD™ < 2 (=l + lyl*)

V(z,y) € B2~ A(0,00} Rz, |-

2
et lz = ylI* < (=l + llylD™ < 2 (=l + 1lyll*)

d’ou 2+l + llz — ylI* < 4 ([l=[1* + [ly]*)



Par conséquent, pour (z,y) # (0,0)  R(z,y,|-||) <2
Ainsi, la borne supérieure définissant p(E, || - ||) est finie avec

p(E 1) <2

Pour  # 0 et y = 0, on trouve

_ llz+0J* + flz — O]

1 < wE (1)
2([l=l1* + 110]1*)
On conclut L<pE]-ID)<2
2. Avec z = (1,0,...,0) et y = (0,1,0,...,0), on trouve
22 22
R )= —12  —9
Avec z = (1,1,0,...,0) et y = (1,—1,0,...,0), on trouve
22 + 22
R o) = =——5 =2
Ainsi p(R - [l1) = (R[] - lo) = 2

3. Supposons || - || euclidienne. Soit (z,y) € E? \ {(0,0)}. 11 vient
20 + 2 (=, y) + Iyl + [l2)* — 2 (2, 9) + Iyl _

A= 2 ([l + 417 1

d’ot u(E [ 1) =1
Réciproquement, supposons p(E, || - ||) = 1. On a

V(z,y) €E> [z +yl*+ llo —yl> <2(=l” + [lyl*)
Soit, (u,v) € E% Avec x = utv ety = 4= U, on trouve

Jul? + o < Lol e = el

Autrement dit, cela prouve I’égalité

V(z,y) €E* o +yl*+ llz —yl* = 2(|=l* + [lyl1*)
Ainsi, la norme || - || vérifie I'identité du parallélogramme. D’aprés le résultat de 1’exercice 6 feuille

54 (exercice difficile!), on conclut que la norme est euclidienne. Ainsi

|| - || est une norme euclidienne sur E <= pu(E,||-]) =1




