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Feuille d'exercices n°46

Exercice 1 (*)

Étudier la convergence simple et normale de la série de fonctions
∑

fn avec

∀(n, x) ∈ N× R+ fn(x) = nx2e−x
√
n

Corrigé : On a fn(0) = 0 pour n entier et fn(x) =
n→+∞

o
Å

1

n2

ã
par croissances comparées. On

en déduit la convergence simple de
∑

fn. Pour n entier, la fonction fn dérivable sur R+ avec

∀x ⩾ 0 f ′
n(x) = nxe−x

√
n (2−

√
nx)

Ainsi ∀n ∈ N∗ ∥fn∥∞ = fn

Å
2√
n

ã
= 4e−2

La série
∑

∥fn∥∞ est donc grossièrement divergente. Comme le maximum de fn est atteint en
2√
n
−−−→
n→∞

0, on en déduit que pour a > 0, comme
2√
n
⩽ a pour n assez grand, on a

∥fn∥∞,[ a ;+∞ [ = fn(a)

On conclut

La série de fonctions
∑

fn converge simplement sur R+, par normalement
sur R+ mais normalement sur tout intervalle [ a ; +∞ [ avec a > 0.

Remarque : Supposons que
∑

fn converge uniformément sur R+. Alors, on a Rn bornée pour
n assez grand avec ∥Rn∥∞ −−−→

n→∞
0 mais aussi

∥fn∥∞ = ∥Rn−1 − Rn∥∞ ⩽ ∥Rn−1∥∞ + ∥Rn∥∞ = o(1)

ce qui est absurde. On en déduit que la série de fonctions
∑

fn ne converge pas uniformément
sur R+.

Exercice 2 (*)

Étudier la convergence simple et normale de la série de fonctions
∑
n⩾1

fn avec

∀(n, x) ∈ N∗ × R+ fn(x) =
nx

n4 + x2

Corrigé : On a fn(x) =
n→+∞

O
Å

1

n3

ã
donc la convergence simple de la série de fonctions

∑
n⩾1

fn

par comparaison et critère de Riemann. Pour n entier non nul, la fonction fn est dérivable sur
R+ avec

∀x ⩾ 0 f ′
n(x) =

n(n4 − x2)

(n4 + x2)2

Ainsi ∀n ∈ N∗ ∥fn∥∞ = fn(n
2) =

n3

2n4
=

1

2n

1



La série
∑
n⩾1

∥fn∥∞ diverge. Comme le maximum de fn est atteint en n2 −−−→
n→∞

+∞, on en déduit

que pour a ⩾ 0, comme n2 ⩾ a pour n assez grand, on a

∥fn∥∞,[ 0 ;a ] = fn(a)

On conclut

La série de fonctions
∑
n⩾1

fn converge simplement sur R+, par normalement

sur R+ mais normalement sur tout intervalle [ 0 ; a ] avec a ⩾ 0.

Remarque : Soit n entier non nul. On a

∀x ⩾ 0 Rn(x) ⩾
2n∑

k=n+1

kx

k4 + x2
⩾ n

nx

(2n)4 + x2

d'où ∀n ∈ N∗ Rn(n
2) ⩾

1

24 + 1

ce qui prouve que la série de fonctions
∑
n⩾1

fn ne converge pas uniformément sur R+. On peut

aussi procéder par comparaison série/intégrale. Pour x ⩾ 0, on pose

∀t > 0 φx(t) =
tx

t4 + x2

On a φx dérivable sur ] 0 ; +∞ [ avec

∀t > 0 φ′
x(t) =

x(x2 − 3t4)

(t4 + x2)2

Ainsi, la fonction φx décroît sur
ò √

x
4
√
3
; +∞

ï
et pour n + 1 ⩾

√
x

4
√
3
, en exploitant la relation

fondamentale de Arctan , on trouve

Rn(x) =
+∞∑

k=n+1

φx(k) ⩾
∫ +∞

n+1

φx(t) dt =
1

2
Arctan

Å
x

(n+ 1)2

ã
Pour x = (n+ 1)2, on a bien n+ 1 ⩾

√
x

4
√
3
et on obtient alors

Rn(n+ 1) ⩾
1

2
Arctan 1 =

π

8
d'où le résultat.

Exercice 3 (*)

On pose ∀x ∈ R S(x) =
+∞∑
n=1

1

n2 + x2

1. Montrer que S est bien dé�nie et continue sur R.
2. Déterminer un équivalent simple de S(x) lorsque x → +∞.

Corrigé : 1. On pose ∀(n, x) ∈ N× R un(x) =
1

n2 + x2

La série
∑
n⩾1

un est une série de fonctions continues et on a ∥un∥∞ =
1

n2
pour tout n entier non

nul. La convergence normale et donc uniforme s'ensuit. Par théorème, on conclut
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La fonction S est bien dé�nie et continue sur R.

2. Pour x réel �xé, la fonction t 7→ 1

t2 + x2
est continue sur [ 0 ; +∞ [, décroissante et intégrable

par comparaison et critère de Riemann. Ainsi, par comparaison série/intégrale, on obtient

∀x ∈ R
∫ +∞

1

dt

t2 + x2
⩽ S(x) ⩽

∫ +∞

0

dt

t2 + x2
⇐⇒ 1

x

Å
π

2
− Arctan

Å
1

x

ãã
⩽ S(x) ⩽

π

2x

On conclut S(x) ∼
x→+∞

π

2x

Exercice 4 (*)

On pose ∀x > 0 S(x) =
+∞∑
n=0

n

Π
k=0

Å
1

x+ k

ã
1. Montrer que S est dé�nie et continue sur ] 0 ; +∞ [.

2. Déterminer une relation entre S(x) et S(x+ 1) pour x > 0.

3. Déterminer un équivalent simple de S(x) lorsque x → +∞ et x → 0.

Corrigé : 1. On pose ∀(n, x) ∈ N× ] 0 ; +∞ [ un(x) =
n∏

k=0

Å
1

x+ k

ã
La série

∑
un est une série de fonctions continues. Pour a > 0, on a

∥un∥∞,[ a ;+∞ [ ⩽
1

an!
Ainsi, la série converge normalement et donc uniformément sur tout intervalle [ a ; +∞ [ et par
conséquent

La fonction S est bien dé�nie et continue.

2. Soit x > 0. On a

S(x+ 1) =
+∞∑
n=0

n∏
k=0

1

x+ k + 1
= x

+∞∑
n=0

n+1∏
k=0

1

x+ k
= x

+∞∑
n=1

n∏
k=0

1

x+ k

D'où ∀x > 0 S(x+ 1)− xS(x) = −1

3. On a S(1) =
+∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
= e − 1

d'où xS(x) −−→
x→0

e

puis ∀x > 0 S(x) =
1

x
+

S(x+ 1)

x
Et par double limite, la convergence uniforme ayant lieu sur [ 1 ; +∞ [ par exemple

S(x) −−−−→
x→+∞

+∞∑
n=0

lim
x→+∞

un(x) = 0

Ainsi S(x) =
x→+∞

1

x
+ o
Å
1

x

ã
On conclut S(x) ∼

x→0

e

x
et S(x) ∼

x→+∞

1

x
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Exercice 5 (*)

On pose ∀x ⩾ 0 S(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n ln
(
1 +

x

n

)
Montrer que S est de classe C 1 sur [ 0 ; +∞ [.

Corrigé : On pose ∀(n, x) ∈ N∗ × [ 0 ; +∞ [ un(x) = (−1)n ln
(
1 +

x

n

)
La série

∑
n⩾1

un est une série de fonctions de classe C 1 qui converge simplement d'après le critère

des séries alternées puisque pour x ⩾ 0, la suite
(
ln
(
1 +

x

n

))
n⩾1

décroît et tend vers zéro. Par

dérivation, on a

∀(n, x) ∈ N∗ × [ 0 ; +∞ [ u′
n(x) =

(−1)n

n+ x

La série
∑
n⩾1

(−1)n

n+ x
véri�e elle-aussi le critère des séries alternées et par majoration du reste, on a

∀(n, x) ∈ N× [ 0 ; +∞ [ |Rn(x)| ⩽
1

n+ 1 + x
⩽

1

n+ 1

D'où ∥Rn∥∞ −−−→
n→∞

0

Ainsi, la série
∑
n⩾1

u′
n converge uniformément sur R+ (donc sur tout segment) et on conclut

S ∈ C 1([ 0 ; +∞ [ ,R)

Exercice 6 (**)

On pose ∀x > 1 ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx

1. Montrer que la fonction ζ est de classe C ∞ sur ] 1 ; +∞ [.

2. Préciser la monotonie et convexité de la fonction ζ.

3. Déterminer lim
x→+∞

ζ(x).

4. Déterminer un équivalent simple de ζ(x) pour x → 1+.

5. Étudier la convexité de ln ◦ζ.

Corrigé : 1. On pose ∀(n, x) ∈ N∗ × ] 1 ; +∞ [ un(x) =
1

nx

Pour n entier non nul, la fonction un est de classe C ∞ sur ] 1 ; +∞ [. Soit k entier. On a

∀x > 1 u
(k)
n (x) = (−1)k

ln(n)k

nx

d'où, pour a > 1 ∥u(k)
n ∥∞,[ a ;+∞ [ =

ln(n)k

na

Avec α =
1 + a

2
, on a par croissances comparées

ln(n)k

na
=

n→+∞
o
Å

1

nα

ã
. On en déduit la conver-

gence normale
∑
n⩾1

u
(k)
n série de fonctions C ∞ sur tout intervalle [ a ; +∞ [ et ceci pour tout k entier

d'où
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ζ ∈ C ∞(] 1 ; +∞ [ ,R)

2. La fonction ζ décroît comme somme de fonctions décroissantes puis, par dérivation

∀x > 1 ζ ′′(x) =
+∞∑
n=1

ln(n)2

nx
⩾ 0

Ainsi La fonction ζ est décroissante et convexe.

3. Par convergence normale sur [ 2 ; +∞ [ par exemple, on a par double limite

ζ(x) −−−−→
x→+∞

+∞∑
n=1

lim
x→+∞

1

nx
= 1

4. Soit x > 1. La fonction t 7→ 1

tx
est continue, décroissante, positive sur [ 1 ; +∞ [. Par compa-

raison série/intégrale, l'intégrale et la série sont de même nature (c'est du Riemann en fait !) et
on a ∫ +∞

1

dt

tx
⩽ ζ(x) ⩽ 1 +

∫ +∞

1

dt

tx

D'où ζ(x) ∼
x→1

1

x− 1

5. On a ∀x > 1 (ln ◦ζ)′′(x) ⩾ 0 ⇐⇒ ζ(x)ζ ′′(x)− ζ ′(x)2 ⩾ 0

Soit x > 1 et N entier non nul. D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans l'espace euclidien
RN, on a Å

N∑
n=1

ln(n)

nx

ã2
=

Å
N∑

n=1

ln(n)

nx/2

1

nx/2

ã2
⩽
Å

N∑
n=1

1

nx

ãÅ
N∑

n=1

ln(n)2

nx

ã
Faisant tendre N → +∞, toutes les sommes convergent et on obtient

ζ ′(x)2 ⩽ ζ(x)ζ ′′(x)

On conclut La fonction ln ◦ζ est convexe.

Exercice 7 (**)

Calculer pour n ∈ Z In =

∫ 2π

0

e inθ

1− 2e iθ
dθ

Corrigé : Soit n ∈ Z. L'intégrale In est bien dé�nie en tant qu'intégrale de fonction continue sur
un segment puisque

∣∣2e iθ
∣∣ = 2 ce qui garantit que le dénominateur de l'intégrande ne s'annule

pas. On a

In = −1

2

∫ 2π

0

e inθ

1− e−iθ

2

dθ = −1

2

∫ 2π

0

e i(n−1)θ
+∞∑
k=0

e−ikθ

2k
dθ = −1

2

∫ 2π

0

+∞∑
k=0

e i(n−1−k)θ

2k
dθ

On pose ∀(k, θ) ∈ N× R uk(θ) =
e i(n−1−k)θ

2k

On a ∀k ∈ N ∥uk∥∞ =
1

2k

5



terme de série géométrique convergente ce qui prouve la convergence normale et donc uniforme
de la série de fonctions continues

∑
uk. Ainsi en intégrant terme à terme, on obtient

In = −1

2

+∞∑
k=0

1

2k

∫ 2π

0

e i(n−1−k)θ dθ︸ ︷︷ ︸
=2πδn−1,k

On conclut ∀n ∈ Z In = − π

2n−1

Variante : La série
∑∫ 2π

0

|uk(θ)| dθ =
∑ 1

2k
converge ce qui garantit l'intégration terme à

terme et on retrouve le résultat précédent.

Exercice 8 (**)

On pose ∀x ⩾ 0 S(x) =
+∞∑
n=0

[th (x+ n)− th (n)]

1. Montrer que S est dé�nie, continue, croissante sur R+.

2. Calculer S(x+ 1)− S(x) pour x ⩾ 0.

3. Étudier la convergence de S en +∞.

Corrigé : 1. On pose

∀(n, x) ∈ N× ] 0 ; +∞ [ un(x) = th (x+ n)− th (n)

On a ∀n ∈ N ∥un∥∞ = 1− th (n)

puis 1− th (n) =
2e−n

en + e−n
∼

n→+∞
2e−2n

La série
∑

2e−2n est géométrique de raison e−2 d'où la convergence absolue de
∑

(1 − th (n)).
La série de fonctions continues

∑
un converge normalement donc uniformément sur [ 0 ; +∞ [ et

comme il s'agit d'une somme de fonctions croissantes, on conclut

La fonction S est dé�nie, continue, croissante sur [ 0 ; +∞ [.

2. Par linéarité du symbole somme, il vient

∀x ⩾ 0 S(x+ 1)− S(x) =
+∞∑
n=0

[th (x+ n+ 1)− th (x+ n)]

Par téléscopage ∀x ⩾ 0 S(x+ 1)− S(x) = 1− th (x)

3. On a ∀n ∈ N un(x) −−−−→
x→+∞

1− th (n)

Comme la série
∑

un converge uniformément sur [ 0 ; +∞ [, il vient par double limite

S(x) −−−−→
x→+∞

+∞∑
n=0

(1− th (n))

Variante : L'énoncé laisse supposer une autre stratégie. La fonction S est croissante donc admet
une limite éventuellement in�nie en +∞ par limite monotone. On a

∀n ∈ N S(n) =
n−1∑
k=0

[S(k + 1)− S(k)] =
n∑

k=0

[1− th (k)]

Comme la série
∑

(1− th (n)) converge, la suite (S(n))n admet une limite �nie pour n → +∞ et
le résultat suit.
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Exercice 9 (**)

On pose

∀x ∈ [ 0 ; 1 ] f(x) =


−8x si x ∈

ï
0 ;

1

8

ò
8x− 2 si x ∈

ï
1

8
;
1

4

ò
0

et φ(x) = 2x− 1

puis ∀x ∈ [ 0 ; 1 ] S(x) =
+∞∑
n=0

1

2n
f ◦ φn(x)

où φn = φ ◦ . . . φ.
1. Montrer que S est bien dé�nie, continue sur [ 0 ; 1 ].

2. Pour une fonction continue sur un segment, l'ensemble des points où elle atteint sa borne
supérieure est-elle une réunion �nie d'intervalles disjoints ?

Corrigé : On a
∑

∥ 1

2n
f ◦ φn∥∞ =

∑ 1

2n
convergente

d'où la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions continues dé�nissant S.
Ainsi

La fonction S bien dé�nie, continue sur [ 0 ; 1 ].

x

y

y = S(x)

Figure 1 � Graphe de S

2. La fonction S est continue sur le segment [ 0 ; 1 ] et atteint son maximum sur les intervalles de

la forme
ï
Sn −

1

2n+1
; Sn

ò
avec Sn =

n∑
k=1

1

2k
ce qui constitue donc une union in�nie d'intervalles

disjointes.

Pour f ∈ C 0([ a ; b ] ,R), l'ensemble f−1(Max
[ a ;b ]

f) n'est

pas nécessairement union �nie d'intervalles disjoints.
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