ISM MP, Mathématiques
Année 2024/2025

Feuille d’exercices n°47

Exercice 1 (**%*)

(-1
On pose Y >0 n(x) =
n=1 n®
Montrer que 7 est de classe € sur ] 0;+00 .
1)
Corrigé : On pose V(n,xz) € N* x]0;+00] up(z) = (=1

La série > u, est une série de fonctions de classe ¢! qui converge simplement d’aprés le critére
n=1

. . . 1 o
des séries alternées puisque pour z > 0, la suite <—x décroit et tend vers zéro. Par dérivation,
n>1

n
on a
-1 n+11
V(n,z) € N* x]0;+00] u’n(:c):M
nm

Par croissances comparées VY >0 lul ()] —— 0

n—oo

In(t
Pour z > 0 fixé, on pose YVt >0 o(t) = nti>
Cette fonction est dérivable avec

1 —zlIn(t)

1
a

d’ou la décroissance de ¢ sur [e% ; +00 [ Ainsi, pour x € [a;b] C |0;+00][, pour n > e
critére des séries alternées s’applique et par majoration du reste, on a donc

In(n+1) o In(n +1)

(n+1)* = (n+1)

, le

[Rn(2)] <

Ainsi HRnHw{a;b] > 0
n—oo

La série > u/, converge donc uniformément sur tout segment et on conclut
n>1

n €€ (0;+00[,R)

Exercice 2 (***)

1
sh (nx)

On pose V(n,z) € N* x]0;+00] up(x) =

1. Etudier le mode de convergence de Y u,,.
n>1

2. Déterminer un équivalent simple de la somme S(z) pour x — +00 et z — 0.



Corrigé : 1. Soit x > 0. Onau,(z) ~ 2e et ) e ™ converge en tant que série géométrique
n—+oo

d’otu la convergence simple d’apreés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs. On
a ||ty = +00 pour tout n entier non nul ce qui entraine qu’il n’y a pas convergence normale
sur ] 0;+00 [. Supposons qu'il y ait convergence uniforme sur | 0;+o0o[. On aurait alors R,, borné
a partir d’un certain rang et
HRn - Rnfluoo < HRnHoo + HRnfll‘oo
Mais avec 1’égalité R,, — R,,_1 = u,, on obtient une contradiction évidente puisque wu, n’est pas
bornée sur |0;+o00[. Il n’y a donc pas convergence uniforme sur |0; +oo[. Soit @ > 0. On a
[nloo,as+o0 | = -
sh (na)

et on en déduit la convergence normale et donc uniforme sur [a;+o0o [ pour a > 0. Ainsi

La série de fonctions ) wu, converge simplement sur
n>1
10;+00 [ et normalement sur [a;+oo [ pour tout a > 0.

2. Soit x > 0. La fonction u est continue, décroissante sur | 0;+oo [. Par comparaison

sh (zu)
série/intégrale, on obtient

/*OO gy L 11 +/+°° dt
. sh(tz) © Y shr “sh(nx) “shaz J; sh(tz)

Avec le changement de variable u = ', il vient
| =in(E5)
=—In
oz x e’ —1

e de oo el 2 [T du 1
- = _a=° ~— |
1 sh(tz) , etr—1 Tfoe u2—1 =z

Puis ;ln (el‘ — )= (In(e® +1) — In(x(1 + 0(1))50_)0 . et 70 .

u—1
u—+1

On conclut S(x) ~
r—r €T

On a pour z > 0
1 +00 1 +00 1

S — — %% —x —x
(@) sh x * n=ash (nx) et ol +e

n=ae~*sh (nx)

On pose V(n,z) € N* x]0;+00] v () et wp(z) =e *sh(nz)

e~ sh (nx)
Pour n entier non nul, on a w, dérivable sur | 0;+o00 [ avec

Ve>0  w,(x)=e *(—sh(nz)+nch(nz)) >0

n

On en déduit la croissance w,, et donc la décroissance de v,,. Ainsi

1
Vn € N* v oo = ————
|| n||007[17+00[ o1 sh(n)
+00
On en déduit la convergence normale et donc uniforme de Y v, sur [1;+oco[. Enfin, on a
n>2

Vn > 2 vp(r) ~ 2 (DT 5

T—r+00 T—r+00



D’apres le théoréme de double limite, on obtient

+00 ]_

> 0

n=se~sh (nr) z—+oo

D’ou S(x) =2e " +o(e™®)
On conclut S(x) ~ 27"
T—+00

Exercice 3 (***)

+00 In
On pose T) =
b f@)= 3

1. Etudier la définition, la continuité et la dérivabilité de f.
2. Déterminer un équivalent de f en 17.

xn

142
Siz>1louz < —1,o0na |u,(z)] —4 0 ce qui prouve la divergence grossiére. La fonction n’est
n—oo

Corrigé : 1. On pose V(n,z) e NXR  u,(x)

pas définie en x = —1. Si |z| < 1, on a
n
1@~ ol

d’ou la convergence absolue de Y u, sur | —1;1[. On conclut

La fonction f est bien définie sur | —1;1].

On a ug fonction constante. Soit @ € [0;1[. On a

n n

x |z|"” a
I+am| " 1—|z] " 1—a
On en déduit la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions continues » u,,
sur tout segment de | —1;1[ d’oil

V(n,z) e N* x [—a;a]

fe?(-1;1[,R)

La série Y u, est une série de fonctions de classe €' sur | —1;1[ qui converge simplement. Par
dérivation, on a

n—1
) ‘ _nx
V(n,x) e N* x| -1;1] Uy, (7) = 1+ 2m)?
Soit a € [0;1[. Il vient
n—1

e e ()
_ < — -
V(n,z) € N*x [—a;a] ‘u"(x)|\(1—a)2 n—>+ooo n?

Ainsi, la série Y u/ converge normalement donc uniformément sur tout segment de | —1;1][ et
par conséquent

fe?'(-1;1[,R)

2. Soit x €]0;1[. On pose Vt >0 ha(t) = =1-



La fonction h, est continue sur [0;+o00 [, décroissante et positive. Il vient par comparaison sé-
rie/intégrale pour N entier

N+1 It N " 1 N .It
dt < < -+ dt
0 1+ 2t ol +am =2 o 14+ at

et faisant tendre N — +oo puisque 'intégrale généralisée est de méme nature que la série défi-
nissant f donc convergente, on obtient

+00 l't 1 +00 .CUt
dt < < = dt
/0 - \f(x)\2+/0 -

Le changement de variable u = e!™* donne
/*00 't 4 L /1 du  In(2)
o 14zt Inzfy 14+u In(z)

In(2)

o1 (1— )

Il en résulte alors S(x

Exercice 4 (***)

n E\"
Déterminer lim > (—)
n—-+oo k=0 \T
. m (k"
Corrigé : On pose Vn € N* Spn=>_ |-
k=0 \T
En changeant 'ordre de sommation, on obtient
n E\™
Vn € N* Sy, = (1 — —)
k=0 n
On pose V(k,n) € N x N* (o <1 > Lpo:ng(k)
Avec Iinégalité de concavité classique In(1 — u) < —u pour u < 1, on obtient
Vk e N lug||oo < e*

d’ou la convergence normale de la série de fonctions ) uy et comme on a

VkeN  wup(n) —— e

On concl S e —
t — Y eh=
n conclu n— kgoe oo

Exercice 5 (***)

Soit fo € €°([a;b],R). On construit (f,), en posant f,i(z / fn(t)dt pour tout = € [a;b].

. +00
Etudier et évaluer la fonction g : z € [a;b] — > fu(x).
n=1
Corrigé : Par récurrence immeédiate, on montre f, € €"([a;b],R) pour n entier et on a

f! = fn—1 pour tout n entier non nul. Notons M = Sup |f(¢)|. Pour tout « € [a;b], on a
te[a;b]



[f1(2)] =

/azfo(t) dt’ < /:M dt = M(z — a)
/azfl(t) dt‘ < /:M(t wdt- e _2a)2

procédé qu’on peut itérer. Notons

puis | f2()] =

(z —a)"

P(n) : Vo e a;b] [fu(z)] <M nl

La propriété &2(0) est vraie. Suposons &(n) vrais pour n entier. Il vient pour x € [a;b]

e

ce qui clot la récurrence. On en déduit

(b—a)"

WneN  [|fulle < M
n:

Par conséquent, la série > f,, de fonctions de classe € converge normalement donc simplement
n=>1

et la série Y f} = > f, converge normalement donc uniformément sur [a;b]. Ainsi, la fonction
n>1

g est de classe €' sur [a;b] et par dérivation

Vo € [a:b] g/<x>=§f;<x>=+i:ofn_l<> an()— J(z) + g(z)

n=1

Ainsi, la fonction g est solution du probléme de Cauchy

{f’ — = folz)
fla)=0
On conclut Vo € a;b] g(x) =e” (/xfo(t)et dt)
Exercice 6 (***)
+00 T
On pose Ve >0 S(x) = n;l(—l) In (1 + m)

1. Justifier que S est bien définie et continue sur [0;+o00 .

2. Déterminer lim S(z).
T—>+00

Corrigé : 1. On pose

x
V(n,z) € N* x [0;+00 una::—lnln(l—l——>
(n,2) €N x (05100 un(e) = (~1) e
Pour z > 0, la série ) u,(z) est alternée avec (|u,(x)|), décroissante de limite nulle ce qui
prouve que S est bien définie sur R,. Notons R,, son reste d’ordre n. D’aprés le théoréme des
séries alternées, on a

V(n,z) e N* xR |Rn(z)| <1n(1+ (n+1)x(1+$)> <1“(1+n11)

D’ou IRn][o0c —— 0
n—00




Par conséquent, la série de fonctions continues ) u,, converge uniformément sur R, et on conclut

La fonction S est bien définie, continue sur [0;+o00 |.

1
2.0n a Vn € N* (—1)"In (1 +— ) > (—1)"In (1 + —)
Ainsi, d’aprés le théoréme de la double limite, licite puisqu’on a convergence uniforme, il vient

S(1) —— & Im (o) = 3 (<17l (14 )

T—+00 1 T—>+00 n=1
n 1 n k+1
Notons Vn >1 Sp=>(=1FIn (1 + —) =Y (=1)*In <L>
h=1 k7 i3 k

Soit n > 1. En séparant les indices pairs et impairs dans Sg,, on trouve

S = 2l (%27; 1) -2 (2/«;2f 1) - ln<ﬁ . +(12)/§)22k_ 1))

k=1 k=1 k=1

En complétant, a la Wallis, pour faire apparaitre des factorielles, on obtient

Son = In <ﬁ (2k+1)(2k — 1) (Qk)2> I <(2n + 1)(271)!2)

X
k=1 (2k) (2k)? (2mnl)t
Avec I'équivalent de Stirling n! ~ <E> V2mn, il vient
n—+o0o \e
(2n>4n A
(2n 4 1)(2n)12 _— e o 2
24n <—> (2mn)?
e
2
Par suite Sop, —— 1In <—)
n—o0 T

Or, la suite (S,), converge donc la suite extraite (Ss,), converge vers la méme limite et on
conclut

Exercice 7 (***)

o1 1
On pose Vo > —1 S(x) = n;l [5 o
1. Montrer que S est définie, continue sur [ =] —1;+00].
2. Etudier la monotonie de S.
3. Calculer S(x + 1) — S(x).
4. Calculer S(n) pour n entier.
5. En déduire un équivalent simple de S(x) pour z — +o0.



Corrigé : 1. On pose V(n,z) e N* xT  w,(x)

n n+x
1 1 1
Soit z > —1. On a - — = * _O<_>
n n+z nn+x) n?
ce qui prouve que S est bien définie sur I. Soit a € | —1;0] et b > 1. On a
b 1
neN  ulogon < o = 0 ()
Y n(n + a) n

Comme tout segment de I est inclus dans un segment [a;b] avec a et b choisis comme pré-

cédemment, il s’ensuit que la série > u, de fonctions continues converge normalement donc
n=>1
uniformément sur tout segment de I et par conséquent

’La fonction S est définie, continue sur I.‘

2. La fonction S est une somme (infinie) de fonctions croissantes d’ou

| La fonction S croit. |

3. Par linéarité du symbole somme (car convergence), il vient pour = € I

S(x+1)—8(x)—+f[ ! ! }

n+r ntz+l

n=1
1
Par téléscopage, on conclut |Vz el  S(z+1)—S(x) = 1
x
4. Soit n entier. On a
n—1 n=1 7
S(n) =8(0)+ > [S(k+1) =S(k)] = > —
k=0 =0k +1
no1
Dot Vn e N S(n)=>_ —
=1k
5. Par comparaison série/intégrale, on a
S(n) ~ In(n)

Enfin, par croissance de S, on a

Vo0  S(lz]+1) >S() > S(|z))

et ln<L$J+1> >0 ln<m>4>0
X T—+00 x T—>+00
ce qui implique In(|z] +1) o In(z) et ln(LxJ)m_;oo In(x)
On conclut S(xz) ~ In(x)
T—+00




Exercice 8 (***)

Etudier la convergence simple et normale de la série de fonctions Y f, avec

x
Y(n, eN 0;1 n =
(n,2) ENX[01] fulw) = 1
Déterminer un équivalent de la somme en 1.
1
Corrigé : Soit n entier. On a f,(x) = o(z™) pour x € [0;1[ et f,(1) = ——. On en déduit la

1+n
convergence simple de Y f,, sur [0;1[. Les fonctions f,, sont dérivables et on trouve

nz" 11+ (n—1)z)
(1 + nx)?

On en déduit la croissance des fonctions f, et par conséquent

Vn e N | falloo,joi) = fau(1) =

V(n,x) e Nx [0;1]  fi(2) =

1
1+n

Soit @ € [0;1[. Pour les mémes raisons, on trouve

Vn eN anHoo,[O;a] = fn(a)

Pour n entier, on trouve par troncature du reste
2n 2n
Ve e [051]  Ra(z) 2 3 fule) = X fou(@) = nfon(2)
k=n+1 k=n+1
En supposant R,, borné sur [0;1[, pour n assez grand, il vient
n 1

= _ —

1+2n nooo 2
ce qui nie la convergence uniforme de R,, vers zéro sur [0;1]. On conclut

HRnHOO,[O;l[ Z= n|‘f2n||oo,[0;1[ = nf2n(1>

La série Y f,, diverge en 1, converge simplement sur [0; 1], pas norma-
lement ni uniformément sur [0;1[ mais normalement sur [0;a] pour

ae[0;1].
Variante : Pour la convergence uniforme sur [0;1], si elle avait lieu, comme on a la limite
1
fol(z) — fa(l) = =" devrait avoir > f,(1) convergente d’aprés le théoréme de double
T—r n

limite ce qui n’est pas.

Soit z € ]0;1[. On a

VneN

< * < — =
T S fo(z) et ¥YneN fal(z) < - -

et aprés sommation par convergence des séries concernées

400 :LJ’L S +00 xnfl
< < <1
S < s <8 <1k
In(1 — In(1 —
c’est-a-dire _bl-2) <S(z) <1— In(l =)
T x
On conclut S(x) o~ In(1 — z)




Exercice 9 (***%*)

On pose Vn > 2 Ve >0 fu(z) =

1. Montrer que > f, converge simplement sur R, .
n>2

2. Montre que »_ f, ne converge pas normalement sur R,.
n=2

3. Montrer que »_ f,, converge uniformément sur R, .
n>2

+00
4. La fonction somme ) f,, est-elle dérivable a droite en 07 7
n=2

1
Corrigé : 1. Soit n > 2 entier. On a f,,(0) = 0 puis f,(x) = o (—2> pour z > 0. Ainsi
n

n—+0o0

La série > f, converge simplement sur R,.
n>2

2. Soit n > 2 entier. La fonction f,, est dérivable avec

(1 —nx)e ™

V20 i) =

1 -1
Ainsi =2 fulle = o <_) S

n nln(n)

La série de Bertrand T§2n ()

+00 dt
de méme nature que /
5 tin(t)

est divergente. En effet, par comparaison série/intégrale, elle est

vt .
_— /2 oy = Inln(0)]; > w0

Par conséquent La série > f, ne converge pas normalement sur R,.
n=2

1
3. Soit n > 2 entier et z > 0. Par décroissance de u —> T il vient

nu
O 5 ot
R.(x) = < xe N
" w1 (k) In(n) .57
Puis io re ke = re T = e e = L _ona
ki1 l—e® 1l—e® et —1
Par convexité, on ae® —1 > x d’ou
e "™ 1
Ve>0 0<R < <
vz S Ral@) < In(n) = In(n)
et par conséquent [Rnlloc —— 0
n—oo



On conclut La série Y f, converge uniformément sur R..
n=2

4. On note S la fonction somme de la série > f,,. Pour n > 2 entier et x > 0, on a
n=2
_ +00 o —kT n o—kzx
S(xz) —S(0) _ o > e
z—0 i=eIn(k) ~ i=In(k)

Supposons S dérivable en 0. Faisant tendre z — 0T, on aurait alors

no1
Vn > 2 S'(0) >
02> L nm
n 1
Ceci est absurde puisque —— +00, la série étant divergente & termes positifs.
k:21n<k) n— 00 k;Qh’l(k’)

On conclut ’La fonction somme S n’est pas dérivable en 0.

10



