CPGE MP - Sciences Industrielles de I'Ingénieur - Chapitre 5 MP

. RAPPELS DE CINEMATIQUE D

vl.l ®
Institution Sainte Marie — 2 Rue de UAbbaye - 92160 Antony
Table des matiéres
1 Exercice 1 - Application directe : un vélo! 2
2 Exercice 2 - Manége pieuvre 3
3 Exercice 3 - Vieille souris d’ordinateur 6
4 Exercice "Vieille-école" 1 : mécanisme de levage 11

www.upsti.fr

04% ISMA Page 1 / 12



CPGE MP - 521 Rappels de Cinématique TD ®

1 Exercice 1 - Application directe : un vélo!

Un moyen trés simple de s’exercer a la cinématique est de considérer un cycliste sur son bébé (son
vélo).

FIGURE 1 — Bien posé sur sa machine.

Nous donnons les infos suivantes :
\ _ = = = Y
e Le repére Ry = (Oo, H, Y0, 20) est lie au sol.
e Le repére Ry = (Ol,ﬁ,ﬂf, z_f) est lié & la roue avec Op confondu avec I'axe de rotation de la
roue par rapport au cadre. On suppose que la roue reste dans le plan vertical donc :

=7

e On note § = (z{, z;) I'angle orienté de Z§ vers 1.

e Cet angle est proportionnel & la vitesse angulaire de la roue 0 = w - t.

e Le vélo se déplace a la vitesse v(t) suivant 9?5, la roue ne patine pas, elle roule sans glisser, on
a donc v = —R - w (hypothése "plop"). Pour la suite nous supposerons que la vitesse est
constante : v(t) = v.

e Le point V associé a la valve est défini par :

Question 1  Donner la trajectoire du point V dans le mouvement de 2 par rapport & 0
Question 2  Déterminer la vitesse et 'accélération du point V.

Question 3 FEn considérant I, le point de contact entre la roue et le sol. Démontrer que 'hypothése
plop permet d’affirmer cette relation entre v, R et w.
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2 Exercice 2 - Manége pieuvre

Présentation

Le manége pieuvre est un classique des foires. 1l procure des sensations par son mouvement épicy-
cloidal qui produit de fortes accélérations. Nous allons étudier la vitesse d’un des siéges de ce manége,
auquel on associe le point M. Soit O le centre de rotation principal, R1 = (O, #1, 1, 21 = Zp) le repére
lié au bras principal 1, en rotation d’angle 6 par rapport & un repére R = (O, Zo, 9o, 20 = 21) fixe par
rapport au sol 0. Soit Ry = (O1, T2, o, Zo = Z1) un repére accroché au bras secondaire 2 en rotation
d’angle 65 par rapport au bras 1.

On ne tient pas compte de la possibilité de rotation autour de g; pour les bras.

Question 1  Donner les figures de changement de bases relatives aux angles 6; et 6. Ecrire les
vecteurs taux de rotation correspondants.
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_>
Yo U1
— —
b1 \p, Y2 \p,
N 0
X0 |
W=7 H=7
—> . s — . N
QSI/SU:Hl'ZO 952/51:92 Zl

Question 2  Exprimer le vecteur position OM (t) le plus simplement possible.
Relation de Chasles : OM = 001 + O1M

D’oi1, en reprenant les données du sujet : OM = Ry - 71 + Ry - 7o

Traitement du probléme par la cinématique du point

Questio_r} 3 Apres avoir exprimé le vecteur position OM (t) dans la base by, dériver ce vecteur pour
obtenir V' p7/o. Mettre cette vitesse sous la forme :

— N

Vo = a(t) - Zo+b(t) - Yo

Traitement du probléme par la cinématique du solide

uestion 4  Dériver le vecteur position OM (t) a partir de son écriture la plus simple pour obtenir
Var0- Mettre cette vitesse sous la forme :

VM/O =Ry -0,-F1+ Ry (01 +602)7

dOM d(Rl?l"‘RQ?Q) dT1 dT2
—— Ry = Ro=R1-—Ryp+ Ry-—R 1
praly 7t 0 1 o+ g - gr (1)
Il suffit maintenant d’utiliser la formule de derlvatlon vectorielle :
dz dz — dz —
;;1 0= ;1]?1 + Qg /ry N 71 avec 7 fixe dans le repére Ry, donc 4;11% —
D’Oﬂ:ﬁ =01-Z1NT1=01791
dt Ry

On procéde de la méme maniére pour dériver 7. Cependant ici, on devra utiliser la composition
—>
des vecteurs rotations pour trouver : QRQ/RU = Qp,/Rr, + QRl/R() On a alors :

d{L‘Q
dt Ry
On reprend I’équation (1) : ‘7M€2/0 = R0y - J1+ Ro(01 + 62) - 2

=01 +62)- ZoNTo=(61+02)- T
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Question 5 Quelle méthode vous semble la plus facile 7
La méthode de la cinématique du solide!'!!
En observant le manége tourner en régime permanent, on constate que w; = 91 = cste et wyg =

92 = —2uwj.

Question 6 Calculer dans ces conditions HX_/) myoll et indiquer pour quelle valeur de 02 cette norme
est maximale. Effectuer 'application numérique pour Ry = 8 m, Ry = 1 m et w; = 6 tr/min.

Méthode 1

On projette ‘71\4/0 dans Ry pour ensuite calculer sa norme : ||| = /22 + 42 + 22]

Yo = —sinhy @1 +cosbry soit : Vo = —Ry (61 + 03)sin 0371 + R161 + Ro (01 + 03) cos 027 1
D’apreés les hypotheses : 01 + 6y = —w; = ‘7M/0 = Rowy sinfs 71 + (R1 — Racosbs)wi Y1
Soit : |V ars0ll = /(Rawr sin 02)2 + ((R1 — Ra cos ) )2

Et enfin : ||V 0]l = wi/RZ + R3 — 2R; Ry cos 05

Méthode 2

On utilise la propriété suivante : ]\VM/O\] = \/VM/O : ‘_}M/o

IV ar0ll = (Riwn T1 — Rown Ta) - (Riwn 1 — Rown T2)

Avec : U1 - 2 = cos 0y on retrouve immédiatement : H‘_;M/OH = w1/ R? + R} — 2R Ry cos 05

Cette valeur est maximale quand cosfy = —1 soit : O =7

P
AN : Vipaz = 6 X 6% X V2T 12+ 2x8x 1=565ms ! =20,34km/h

- . .
Question 7  Calculer 'accélération FM/O dans le cas ol w1 = 01 = cste et wyg = 0y = —2w; et en
déduire la valeur de la norme de Daccélération. Quelle est la norme de ’accélération maximale subie
par un passager ?

= d";M 0 oy 4 — —
Lo = MO e Vo= (Riy1— Ray2)wr et : wy = cste
dt Ro

— Ay Ay

Soit : I’ Ryw Row
mjo = Riwr—= “| o — Rowr — 2 T
Comme a la questlon 4, on utilise 1a formule de dérivation vectorielle. Conformément aux hypo-
théses, on utilise : QRl/RO =w 2o et QRQ/RO = —w1Z2o.
d Y1 — d Y2 —
On trouve alors : —— = —wjxi1et: —— =w &
dt R P dt ry 7

Soit enfin : T‘)M/O = —w%(lel -+ RQ?Q)

N
Par la méme méthode que précédemment, on trouve : || 7/l = w?\/R? + R3 + 2R Ry cos 63

Ici, accélération est maximale pour 3 = 0. On a alors :

2
Fmaz = (6 X £)2 X \/82+12+2 x 8 x1 :3,55111.8_2
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Question 8 FEcrire les torseurs cinématiques {Vl /0} et {V2 /0}.

Il suffit de reprendre la définition du torseur cinématique et les résultats trouvés aux questions
précédentes ...

prap= { e Lo
o, L Voieryo o, L F16171
(Vo) = _)62/0 _ _ (61 + 92?71 _
v L Viez)o U B0y + Ro(61 +02) 72

3 Exercice 3 - Vieille souris d’ordinateur

P9

On se propose d’étudier le fonctionnement d’une souris mécanique associée & un micro-ordinateur
et de comprendre les inconvénients liés a ce type de souris. Quand vous manipulez une souris méca-
nique en la faisant glisser sur une surface plane, une boule de caoutchouc — ou d’acier recouvert de
caoutchouc — située sous la souris, tourne en suivant le méme mouvement. Cette boule entraine par
friction deux rouleaux qui la touchent en deux points. Un des rouleaux obéit aux déplacements ver-
ticaux sur ’écran. Le second, perpendiculaire au premier, gére les mouvements horizontaux. Chaque
rouleau communique ses rotations & un petit disque, appelé encodeur (du type codeur incrémental).
L’encodeur est constitué d’un disque dont sa périphérie est constituée d’alternance de dents (présence
de matiére et absence de matiére), d'un émetteur de lumiére (photodiode émettrice) et d'un récepteur
de lumiére (phototransistor récepteur). Le comptage des dents permet de mesurer le déplacement.
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wUe suivant yy au contacten J

| 2
x o

vUe suivant ¥y au contacten K

Le plan de travail est indicé (0), il lui est associé le repére Ry(O, Zo, Yo, Z0)-

Le cadre li¢ & la souris porte le numéro (1), il lui est associé le repére Ry (C, 71, Y1, Z21).

En fonctionnement normal, la bille 2 de rayon R roule sans glisser en I, sur le plan lié & (O, Zg, ¥o).
L’encodeur 3, de rayon a, est en rotation d’axe (L, ¥1) avec le cadre 1.

L’encodeur 4, de rayon a, est en rotation d’axe (M, ¥1) avec le cadre 1.

En fonctionnement normal, les encodeurs 3 et 4 roulent sans glisser, respectivement en J et K sur
la bille 2.

On note 63/1 = w3171 le vecteur taux de rotation de 3/1, et 64/1 = wy 1 le vecteur taux de
rotation de 4/1.

On suppose que le cadre 1 est en liaison appui-plan par rapport a (0). Q&note 1C = RZ1=R7%y
(la souris ne décolle pas du plan!!!). La position de 1/0 est définie par : OC = x%¢ + yyo + RZ0;
0= (Zo,71) = (Y0, ¥1); Zo= 2 1.

Le mouvement du cadre 1 par rapport au plan 0 est ainsi défini par le torseur cinématique :
a(1/0) = 67

i} = ( 1 ) L
c Txo + YYo

La bille 2 est en liaison rotule avec le cadre 1 de centre C'. On note le torseur cinématique associé

. Qo1 = pio + quip + 1

a cette liaison : {Vz/l} = { 21 paro_’—i- Yo + 720

C

A } oll p, q, r sont des inconnues.

—— Objectif
L’objectif de ce probléme est de relier la position de la souris x et y dans le plan aux rotations des
encodeurs 031 et 041. Ces relations seront utilisées pour programmer le driver permettant a la souris
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de fonctionner sur le PC.

Question 1  Tracer le graphe de liaisons de ce mécanisme. Donner la forme des torseurs cinématiques
de chacune des liaisons en choisissant pour chaque torseur un point d’écriture et une base simples.

Pivot d’axe

V1)

Appui-plan
normale Zg

Sphérique en C

normale (I, Z1)
avec RSG en I

Les torseurs cinématiques s’écrivent simplement :

Pour les torseurs cinématiques donnés dans le sujet du TD, c’est facile, il n’y a que recopier !

07, Zo+qGo+1r7Z
{V1/0} = = . E, L ) {Vz/l} = P 0—> qyo_ - 0
ol Veryo=2.20+9.Y0 o Voo =0

Les 2 torseurs ci-dessous s’obtiennent simplement en analysant la liaison entre les solides (en l'oc-
currence des liaisons pivots) :

oJ41.5?1 0031~171
Wan} M{ Vian =0 } Wan) L{ Visn=0 }

Les 3 torseurs ci-dessous s’obtiennent simplement en analysant la liaison entre les solides (contacts
ponctuels), et en tenant compte des RSG entre les solides :

fi4/2 fi2/0 ES3/2
Vijpy = = - s WV2/08 = = - s V328 = = -
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Question 2 Donner Uexpression du torseur cinématique du mouvement 2/0 en C en fonction des
inconnues du mouvement 1/0 et 2/1.

On écrit la composition des torseurs cinématiques en C :
{VQ/O}C - {VQ/l}c + {Vl/O}c

Les 2 torseurs sont connus en C' donc tout va bien!

p?0+q@>0+r_2’>0 é?o
{Vajo}o = { 8 }+ {.9 . }
c c T.20+Y. Yo

{V } _ p?0+q§'0+(r+9)2’0
we & 20 +9.70

Remarque : ici, on écrit la composition des torseurs, mais cela revient & écrire le composition du
vecteur taux de rotation ET la composition du vecteur vitesse.

Le sujet nous dit qu’il faut passer par le solide 1. On aurait pu aussi le voir en regardant le graphe
de liaisons. En effet, on prend un chemin du graphe de liaisons qui ne met pas en ceuvre un autre RSG.
Le seul chemin possible est 2-1-0.

Question 3  Ecrire en I le torseur cinématique du mouvement 2/0.

Le torseur cinématique de 2/0 en I s’écrit sous la forme :
D) — pTo+q¥o+ (r+0)Zo
T Vg0

Or, on connait le torseur en C, donc on utilise la formule du changement de point pour calculer
V20 (le vecteur taux de rotation est indépendant du point, donc on a juste a le recopier) :

Vi =Vecan+ 10N,
Viep=14.To+9.Jo+RZoA(To+qFo+ (r+60)Z0)
Donc :

—>

v o PZo+qyo+ (r+ 9)70
{ 2/0}[_ . — .
;L@ —=Rq).Zo+ (§+ Rp).jo

Question 4 Expliciter la condition de roulement sans glissement en I. En déduire 5(2 /1) en fonction
des données. Reste-t-il une composante inconnue ?

Il y a roulement sans glissement (RSG) en I entre 2 et 0, donc \7[72/0 =0.

On a donc : _
__Y

P="FR

&

=R

—299

Les composantes p et ¢ sont les composantes du vecteur rotation de roulement.
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Question 5 Expliciter la condition de roul_esment sans glissement en J. En appliquant une démarche
similaire a ce qui a été fait pour I, déduire {23/ en fonction des données. Que dire de la composante
inconnue ?

Il y a roulement sans glissement (RSG) en J entre 3 et 2, donc ‘—/)J73/2 = 0.

On écrit la composition du vecteur vitesse. On doit trouver un chemin dans le graphe de liaisons
entre 3 et 2 qui ne met pas en ceuvre un autre RSG. Le seul chemin possible est de passer par 3-1-2.
Donc :

‘7.1,3/2 = ‘7’!],3/1 + VJ,1/2
On calcule chacun de ces vecteurs vitesses.
VJ,S/Q = (‘7L,3/1 +JLA 63/1) + (‘70,1/2 +JC A 61/2)
‘7]73/2 = (0 —a.Z1 Aws.¥1) + (0 + RZ1 A (—pTo — qFo — r20))
\_/)J,3/2 = —a.w31.21 + Rp.sinfZg— R.q.cos0Z +r.R.Yy1

On trouve alors :
r=20

et : L .
y.sin @ + &. cos

W31 = —
a

La composante r du vecteur taux de rotation de 2/0, et celle autour de 2, il s’agit donc du
pivotement.

uestion 6 De méme, expliciter la condition de roulement sans glissement en K et en déduire
2(4/1) en fonction des données.

Il y a roulement sans glissement (RSG) en K entre 4 et 2, donc V K42 = 0.

On écrit la composition du vecteur vitesse. On doit trouver un chemin dans le graphe de liaisons
entre 4 et 2 qui ne met pas en ceuvre un autre RSG. Le seul chemin possible est de passer par 4-1-2.
Donc :

VKA/Q = VK,4/1 + VK,I/Q
On calcule chacun de ces vecteurs vitesses.
‘71{,4/2 = (‘7]»[,4/1 + KM A ﬁ4/1) + (‘7071/2 +KC A 61/2)
Vicap = (0 +a.g1 Awn. 1) + (0 — RY1 A (—pTo — ¢70))
VKA/Q = —a.wy1.21 — R.p.cos0Zy — R.q.sin07 g

On trouve alors : . L
y.cos — &.sin 6

w41 =
a
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Question 7  Exprimer les vitesses de déplacement de la souris & et y en fonction de la mesure de la
rotation des encodeurs wsy et wyq.

A partir des 2 relations établies précédemment, en les multipliant respectivement par cos et sin, et
en faisant la somme et la différence, on obtient :

T = —a.wy1.8n0 — a.wsy.cosld

U = a.wyq1.cos 6 — a.wsy.sinf

Question 8 Lorsque l'on utilise la souris, 'angle 6 ne varie pas beaucoup. On fait donc 'hypothése
que l'angle 0 est trés petit devant 1. Que deviennent les relations précédentes 7 Quelles relations faudra-
t-il entrer dans le driver de la souris ?

En tenant compte du fait que 0 < 1, on a alors :
T = —a.ws31

Y = a.wqq

4 Exercice "Vieille-école" 1 : mécanisme de levage

Le schéma ci-joint représente une dispositif de levage constitué :
e du vérin de corps (2) et de tige (2’)

e du levier 3

e du bati (1)

X2
Y1
1\ A Y3
Y2 2) " 5
(3)
(2)
\
a x1
0,/ B 8
(1)
X3

OA=A\AB=b,0OB=a
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Question 1 Ecrire I’équation de fermeture des torseurs cinématiques de la chaine de solides [(1),(2),(27),(3),(1).
En déduire les deux équations vectorielles qui lient ['une les vitesses de rotation, 'autre les vitesses du
point A.

Question 2 Déterminer la relation entre B et A

Question 3  De méme pour & et A

4.1 [Hors Programme] Cinématique graphique 1

La vitesse de montée de la charge est donnée et son module est 0.2 m/s.

Question 4  Effectuer les tracés graphiques qui permettent d’obtenir la vitesse de translation de la
tige du vérin par rapport au corps de ce dernier. Donner la valeur numérique de cette vitesse.

V montée A

(2)

0,

(1)
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