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Corrigé du devoir en temps libre n°9

Probléme 1

1. Soit > 0. On a t — t" e " € €,,,(]0; +00 [, R) puis

1 1
trle =t ~ avec 1l—x<1 et t*7let = o <—)
t—0 tl1—= t—+oo 12

Par comparaison et critére de Riemann, on conclut

Pour x > 0, la fonction ¢ — t*“'e ™ est intégrable sur | 0;+o00 |.

2. Soit x > 0. La fonction ¢ — t*"'e " est continue, strictement positive sur |0;+oo [ d’ou par
séparation de l'intégrale

Ve >0 [(x) >0

3. On pose Y(z,t) €]0;+00 [2 Flz,t) =7 let

Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité 6 sous l'intégrale.

e Pour x > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est continue par morceaux sur | 0;+o0 [ et intégrable d’aprés
le résultat de la premiére question.

e Pour t > 0, 0n ax — f(x,t) € €(]0;+00[,R) par théorémes généraux. Par dérivation, on
trouve

V(z,t) €]0;+00 [* %(x,t) = (Int)t*te ™t

0
e Pour z >0,onat— a—f(:c,t) € Gpm(] 0;+00[,R) par théorémes généraux.
x
e Hypothéses de domination : Soit [a;b] C]0;+00[. On a

V(1) € [asb] x ] 0;+00] %w)\ S ety = It (27 4 £ ot
Soit a € ]0;a[. On a
1 1
-« ~ a—a = = ey
13 90<t> 0 |1nt‘t m 0 = Sp(t) 10 0 (tl—a> et Sp(t) t—+oo © <t2>

La fonction ¢ est intégrable et par conséquent, la fonction I' est de classe €' sur tout segment
de | 0; +00 [ donc

+00
[ e%1(]0;:00[,R) et V¥r>0 F’(m):/ (Int) 1o~ dt
0

4. On pose v, = H,, — H,,_1 pour n > 2. On a

Un:l—ln(n)—l—ln(n—l):%4—111(1—1):l—l"‘O(i):O<1>

n n n on n?

On en déduit la convergence de la série > v, d’aprés le critére de Riemann et comme c’est une
n=2

série téléscopique, sa convergence équivaut a celle de la suite (H,),>1; d’on



IyeR | Y ——Inn) — v

=k n—00

5.(a) La fonction x — In(1 — z) est concave sur |-co;1[. En effet, elle est de classe € sur

(1 —x)?

| —00;1[ et de dérivée seconde x — — négative. Le graphe de cette fonction est donc

sous la tangente en zéro d’ou

Vo <1 In(l—2z) < —x

Soit n entier non nul et z > 0. L’inégalité pour ¢t > n est immédiate. Soit ¢t € |0;n]. D’aprés
I'inégalité précédente, il vient

VEe]0in]  fu(t) = emm0-d)pot L eniget

Ainsi Y(n,z,t) € N* x 054007 0< folt) <e it" !

5.(b) Soit z > 0 et t > 0. Pour n assez grand, on a t € |0;n]. Avec le développement usuel
In(1 —u) = —u+o(u), on trouve
u—0
fn(t) = enln(l—%)tx,1 — g tto(l)yz—1 y o —tyr—1
n—+o0o

La question précédente nous fournit une domination dont on sait 'intégrabilité puisqu’il s’agit
de I'intégrande de I'. Par convergence dominée, on conclut

+o0 n n
Ve > 0 fa(t) dt = / (1 — 3) =1 dt — T'(x)
0 0

n n—oo

6.(a) Soit n entier et >0 On a u+— (1 —u)"u®' € €,,(]0;1],R). On a

avec 1l—x <1

_ n, r—1
(1 U) U u:O yl-=

Par comparaison et critére de Riemann, on obtient

La fonction u + (1 —u)" u®~! est intégrable sur [ 0;1].

On suppose que n est un entier non nul. Les fonctions u +— (1 — u)" et u — u”/x sont de classe
€1 sur |0;1] avec
x x

(1—u)'— ——0 et (1—u)'——0
r u—0 T u—l

1 1
- . ., _ —n _
Le crochet admettant des limites finies, les intégrales / (1—w)"u* ' du et / —(1—uw)" tu*du
0 o T

sont de méme nature donc convergentes et on a
1

/01(1 —u)"u* ! du = {(1 — u)"%x} + ﬁ/01(1 —uw)"u* ! du

0 X

Autrement dit V(n,z) € N* x]0;+00] I (z) = EIn_l(x +1)
T

6.(b) On sans difficulté que I,,(x) > 0 pour tout (n,z) € Nx]0;+00 | par séparation de 'intégrale.
Par suite, on obtient

(o) € Nx 10500l ) = lafo+n) f] |

k=1

1 n k
— n+z—1d
/Ou ukl;llx+n—k

2



On reconnait une factorielle au numérateur et en changeant I'ordre du produit au dénominateur,
on conclut

V(n,z) ENx]0:100]  IL(z)= — n!

[](x+k)

k=0

6.(c) Soit n entier non nul. Avec le changement de variable t = nu, on obtient

n n 1
/ (1 - i) tr=tdt = nx/ (1 —w)™u* 1 du = n®I,(z)
0 n 0

Avec les résultats des questions 6.(b) et 5.(b), on conclut

1T
Ve >0 n*l,(z) = — nn ['(x)
n—oo

[[(z+Fk)

k=0

7. Soit n entier non nul et x > 0. Par propriété de 'exponentielle et du logarithme, il vient

e Yt
TR () e fi ()

k=1

e [ [( ) e ] =

C’est-a-dire

V(n,z) € N* x]0;+00] %kli[l <1+ %) — ooHn klill [(1+ %) e_ﬂ

Soit n entier non nul et > 0. D’aprés ce qui précéde, on a

f (1 p)e ] =S fL 0+ 7)

k=1 nt 5

z(y—Hp) k:l;IO(k + ‘/L‘)

ne n!

(&

d’ou xe® k]i[l [(1 + %) e‘ﬂ —

Avec le résultat de la question 6.(c) et le fait que v — H,, —— 0, on conclut
n—oo

Yz >0 xe”zklillKl—l—%)e_i} mﬁ
8.(a) Soit n entier non nul et > 0. On a
In (:Ue%" klill [(1 + %) eﬁ]) =In(z) + vz + 1;131 [ln (1 + %) — %}

D’aprés la convergence établie précédemment et la continuité de In en I'(xz) > 0, on conclut que

La série > [ln (1 + E) - q converge simplement sur | 0; +o0o [.
>1 k k

Remarque : On pouvait tout a fait éviter le recours a la question précédente, par exemple en
écrivant un développement limité de In(1 4 u) a Pordre deux.

8.(b) On pose V(k,z) € N* x ]0;+00] un(z) = In (14.%) _%



La série > wuy, est une série de fonctions de classe € sur |0; oo [ par théorémes généraux et qui
)

k>1
converge simplement d’aprés le résultat de la question précédente. Par dérivation, on obtient
1 1
Soit [a;b] C]0;+00[. On a
Wk 2) €N x [a:b]  ful(a)] = —— < — "
(x+Ek)k = (a+k)k
dot VEEN  [tUhflmian = o(i)
klloo,[asb] k—+o0 k2
Ainsi, la série ) uj converge uniformément sur tout segment. Par théoréme, on obtient
k>1
(gl R v R , +00 , +00 { 1 1
€ 0;+00, et Vx € T)= ) u(xr)= - —
g€ € (0;00] B 7@ = Shle) = ¥ |
8.(c) D’apres le calcul effectué a la question 8.(a), on a
V>0 —InT'(z) = In(z) + vz + g(z)

La fonction In oI est dérivable comme composée de telles fonctions avec Im I' C | 0; +00 [ et par
dérivation, on obtient

M) 1 ,
Vz >0 —F(x)—5+v+g(:r)
1 o0 (] 1
Soit Vr>0 W)= -+ <__ )
oi x> (x) . ’y+kz::1 g
9. On a w(1) = —1 +§?<1 1) =y +1
. n = —] — - | = =1 =
TTA\E T k1 7

puisque la somme est téléscopique. Comme I'(1) = 1 (calcul archi-classique), on conclut

+oo
/ e 'Intdt =T"(1) = ¥(1) = —v
0

Probléme 11

1. Soit p et n entiers. Choisir une application de [ 1; p] dans [ 1; n] équivaut a choisir la taille de
’ensemble image, c¢’est-a-dire un entier k£ € [0; n ], puis les k éléments de 'image avec (Z) facons
de faire ce choix et une surjection de [1; p] sur cet ensemble. Notant . (E, F) les surjections de
E sur F, on a

n

Hl;nﬂﬂl;pﬂzl_l |_| Z([1;p],Y)
k=0YC[1;n],Card Y=k Card =S,
Ainsi n? =3 (7)Spk
k=0




Remarque : La formule est valide si p et/ou n nuls.

' ; S n®
2. Soit p entier. On a Vn € N 0< 22—
n! n!
. . n? o ‘ '
et la série entiere Z_,Zn a méme rayon de convergence que ) — a savoir +00. On en déduit
n n!

R > +o00 autrement dit
R =+

Variante : On peut aussi observer tout simplement S,,, = 0 pour tout n > p ce qui garantit
Sp.n

‘ r") est bornée pour tout r > 0.
n!

n

que la suite (

3.0n a V(ip,n) e N*  — =

. : : . S 2"
Soit p entier. Les séries entiéres ZL'"Z" et Z—' ont chacune un rayon de convergence +oo et

d’aprés le théoréme du produit de Cauchy pour des séries entiéres

*ononp +ZO:O Sp.n J“XO:O z"

VzeC —2" = ( = z”> < —)

nzOn! n=0 n! n:()n!
———

—e*

On en déduit en particulier, toujours d’aprés le théoréme du produit de Cauchy
+00 S oo nP
pn . n _ ,—x o emn
ek Foman— o (S 0)
+00 " +00 P +00 [/ n kp(_l)n—k
<nzo( ) n! me 7;) kzzok‘!(n—k)! *

Par unicité du développement en série entiére, il vient

S n k,p(_l)nfk
N p7n — -
n € A= k)
Et on conclut V(p,n) € N? Spn = D (Z)(_l)n_kkp
k=0

Probléme III (bonus)

1. Montrons 1’égalité suggérée en préambule. Soit N entier et x € R\ Z. On a

(@)= Xt Y

n:lx—"n n:—NI+n

avec un changement d’indice dans la derniére somme, on trouve

On a 2_:]6 :O<i>

d’ott la convergence de la série Y ————

5 et par conséquent
n>1 " — N



La suite de fonctions (Sy)n converge simplement sur R \ Z.

2. Soit [a;b] CRNZ. On a
Vo € [a;b] lz| < |a] + |b]

2z

2 —n

2(|af + [6l)
= n? = (Ja] + [b)?

On en déduit la convergence normale sur tout segment et par conséquent

Ainsi Vn > |a| + |b| Vo e a;b] 5

La série définissant S converge uniformément sur tout segment de R ~\ Z.‘

3.0 VreRNZ S@)=+4 52
.On a x ~ T)=— N B—"
r 7% —n?
La fonction S est somme d’une série de fonctions continues convergeant uniformément sur tout
segment de R\ 7Z d’ou la continuité de S sur R \ Z. L’expression de S(z) pour x € R\ Z montre

que S est clairement impaire. Enfin, pour x € R\ Z, on a

N 1 1 1
S 1) = — =3 — > S
N+ 1) n:Z_Nx+1+n N(x)+x+N+1 T — N No+oo (z)
et Sx(z+1) —— S(z+ 1)
N—+o00
Ainsi ’La fonction S est continue sur R \ Z, impaire et 1-périodique.

4. Soit x € R~ Z et N entier. On a

SN<£>: % 2 ot SN<m+1>: % 2

2 h—NZT + 2n 2 n—NT+2n+1
On remarque, en distinguant les termes d’indices pairs et impairs, qu’on a
x r+1 2N 2 2 2
(3 rs(75) - S5
vg) Tov DN vy SR G R oy

Faisant tendre N — +00, on conclut

1
Ve e RN Z s(g)+s<x;r ):28(3:)

5. 5ot x e R\Z. On a

cos? (mj) sin? (7r:c>
1 27 o
cotan <%) -+ cotan (M> =2 2 2

2o (S 7)
COS | — s | —
2 2

= 2 cotan (7x)

Par suite ’La fonction f vérifie la relation fonctionnelle de la fonction S.‘
O S 1 +00 1
6. On a r)——=2r) ——
(z) x 2::1332 —n?2
+00
On montre sans difficulté que z — Zﬁ est continue sur un voisinage de zéro et par
n=11" —TN
conséquent
S(z) =—4o(1
(2) =~ +o(1)



Puis, avec les développements usuels, il vient

1 1 1
7 eotan () = W—Wx—l:kocf(x)) = +o(1)
D’ou f(x) — 0

z—0

Par 1-périodicité, on en déduit que f(x) —k> 0 pour tout k£ € Z. Ainsi, la fonction f peut se
T—

prolonger par continuité sur R. Soit f son prolongement sur [0;1], o € [0;1] tel que f(a) =

l[\{)[af]( fetBel0;1]tel que f(B) = %\éﬁﬁ f. On trouve

o) =F (D) +7 () T(3) <. T(%5) < i)

~ a ~
On en déduit notamment f (—> = f(«)
Une récurrence immédiate donne

Vn e N fla) = f(ﬁ)

et par continuité de f f(%) — 5 f(0)=0
n—o0

On en déduit f(«) = 0. En appliquant le méme raisonnement a —f, on obtient f(5) = 0 d’ou
la nullité de f sur [0;1] et donc sur R par 1-périodicité. On conclut

Ve e R\NZ S(x) = 7 cotan (7x)

22
7. On pose V(n,z) e N* x [0;1] up(z) =1In (1 - ﬁ)
Pour z € ]0;1[,onau,(x) = O <—2> Les fonctions u, sont de classe € avec
n—r+00 n
2x

On a établi précédemment que u! converge uniformément sur tout segment de |0;1]. Par
n g g

n=1
too +00 ! +00
conséquent, la somme > u, est de classe €' sur |0;1[avec | > u, | = > u/. On pose
n=1 n=0 n=0

Vre]0;1[  g(z) =In(x)+ iun(as) = In(z) + :Z:ln (1 _ %)

Par dérivation, il vient
Ve el0;1] g’(m):1+§o%zwcotan(ﬁx)
T aSr?—-n
Par intégration, on obtient

Ve e]0;1] g(x) = In(sin(7zx)) + C*

. oo 2
autrement dit Ve e]0;1] In <sm(7r:v)> =C'* + 2 In <1 - %) (*)

x n=1

Puis, pour ¢ € | 0;1[, on a



x? a’

V(n,z) € N* x [0;a] |un (z)] <

g
n? = n?

d’ou la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions continues » u, sur [0;a].

n>1
+00
La somme ) u, est donc continue sur [0;a ], nulle en zéro et faisant tendre x — 0 dans I'égalité
n=1

(%), il vient C' = In(7). Ainsi

sin(mx)

Vrel0;1] ln<

)zln(ﬂ)—kgln(l—i—z)

1

T

8. Soit x € ]0;1[. On a

In(m) + é In (1 - i—j) — In (Sin(wz))

d’otui, par continuité de ’exponentielle

] -

n (1 B x_) sin(mz)
hel k2) n—oo T

+00 2
On conclut Ve el0;1] sin(rx) =z ] <1 - x_)

n=1 n?

L’égalité vaut aussi clairement pour z = 0.

9. Soit x € ]0;1[. On a

kli[o(x + k) kli[og —a+k) 1
nln® nlnl-e —— L(x)'(1 —2)
Puis
klilo(x + k) klilo(l —z+k)=z(n+1-2) kli[l(x + k) :r:[:u — )
= an+1 =) [T [0k + o)k~ o)
=z(n+1-2) kli[1(k2 -z =z(n+1-1x)(n!)? k]ill <1 — %)
[[(x+8) (101 —x+k) |
- k=0 k=0 n+l—-z = z? sin(mx)
don n!n® nlnl-= N n xkl;ll <1 B P) g T

Par unicité de la limite, on conclut

Ve e]0;1] =




