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Feuille d'exercices n°55

Exercice 1 (**)

Soit E euclidien et u ∈ L (E). Établir

Im u∗ = (Ker u)⊥ et Ker u∗ = (Im u)⊥

Exercice 2 (*)

Soit E euclidien. Déterminer les endomorphismes auto-adjoints et orthogonaux.

Exercice 3 (*)

Soit n entier non nul, D = diag(λ1, . . . , λn) avec λi ⩾ 0. Montrer

∀U ∈ On(R) |Tr (DU)| ⩽ Tr (D)

Exercice 4 (*)

Soit E = Rn avec n entier non nul nul et a un vecteur normé de E. Déterminer la matrice dans
la base canonique de sVect (a)⊥ .

Exercice 5 (*)

Soit A = (ai,j) ∈ On(R) avec n entier non nul. Montrer :∑
1⩽i,j⩽n

|ai,j| ⩽ n
√
n

Exercice 6 (*)

Soit E euclidien. Soient F et G des sev orthogonaux de E. Montrer que

sF ◦ sG = sG ◦ sF = s(F⊕G)⊥

Exercice 7 (**)

Soit E = Mn(R) avec n entier non nul nul muni du produit scalaire canonique. On pose

∀M ∈ E φ(M) = M− 2

n
Tr (M)In

1. Montrer que φ ∈ O(E). Calculer φ2 puis décrire φ.

2. Soit ψ ∈ O(E). Décrire ψ ◦ φ ◦ ψ−1.
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Exercice 8 (**)

Soit E euclidien et (a, b) ∈ E2 avec a normé. On pose

∀x ∈ E f(x) = x+ ⟨x, a⟩b

1. Justi�er que f ∈ L (E).

2. Déterminer une condition nécessaire et su�sante pour avoir f ∈ GL(E) puis f ∈ O(E)
puis f diagonalisable.

Exercice 9 (**)

Soit n entier non nul. Montrer que SOn(R) est connexe par arcs.

Exercice 10 (**)

Soit E euclidien et u ∈ O(E) véri�ant Tr (u) = dimE. Déterminer u.

Exercice 11 (**)

Soit E euclidien et G un sous-groupe �ni de GL(E).

1. Soit f ∈ O(E). Montrer que tout sev stable par f admet un supplémentaire stable.

2. Montrer que (x, y) 7→
∑
g∈G

⟨g(x), g(y)⟩ dé�nit un produit scalaire sur E.

3. Soit F sev stable par tous les éléments de G. Montrer que F admet un supplémentaire
stable par tous les éléments de G.
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