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Concours blanc - Mathématiques - 4h

ALes calculatrices ne sont pas autorisées.
Le terme « entier » désigne un entier naturel.

L’objectif de ce probléme est I’étude d’un opérateur de Volterra appliqué notamment a la réso-
lution de certaines équations différentielles.

Soit E = ¢° ([O,g] ,]R). On pose

o) €E2 (f.g) = / " F(g(t) dt

puis pour f € E

vee [0:2] Vi@ = /Oxf(t)dt et V*(f)(x) = / ) ar

I Opérateur de Volterra
1 . Justifier que I'application E*> — R, (f,g) — (f, g) est un produit scalaire sur E.
Soit T € Z(E). L’endomorphisme T est dit symétrique défini positif si

V(f.9) €E2  (T(f),9) = (f,T(9))

et VfeE~{0s}  (T(f),f) >0
2. Soit f € E. Justifier que les fonctions V(f) et V*(f) sont bien définies, de classe €' et préciser

leurs dérivées puis justifier que V et V* sont des endomorphismes de E.
3. Etablir V(f,9) € B (V(f),9) = (£, V*(9))

4. Montrer V(f,g) € E? (V*oV(f),q9) = (V(f), V(g))

En déduire que 'endomorphisme V*oV est symétrique défini positif puis que ses valeurs propres
sont strictement positives.

Pour A réel, on note (S)) le systéme

o [
v(5)=v©®=0
5. Montrer ImV*oVC{fE%m([O;g],R), f(g):f’(O):O}



6 . Soit A valeur propre de V* oV et f) vecteur propre associé a A\. Montrer que f) est de classe
€* et est solution du systéme (S,).

7 . Soit A > 0. Montrer que le systéme (S,) admet une solution non nulle si et seulement s'il

existe n entier tel que A = et préciser alors ’ensemble des solutions de (S,).

(2n +1)2
8 . Pour A réel, montrer que \ est valeur propre de V* oV si et seulement s’il existe n entier tel

que A = et préciser alors I'espace propre associé.

(2n +1)?

I Théoréme d’approximation de Weierstrass

Soit n entier non nul et f € €°([0;1],R). Soit (Q,P) un espace probabilisé¢ fini et Xi,...,X,
des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli #(z) avec € [0;1]. On note

S, — g:lXi et B,(f)(x)=E (f (%))

9 . Rappeler, sans démonstration, la loi de S,,. En déduire, avec démonstration, les valeurs de
E(S,) et V(S,,) en fonction de n et .

10. Montrer B.(f)(x) — f(z) = é(’;)mk(l — )" F <f <§> - f(@)
11. Pour a > 0, établir > (k1 —a)mF < 4nla2

kE[[O;n]],|§fx|>a

Pour v > 0, on note

T= 2 OF0-a (Y - 5@) et Una =B @) - T

kE[[O;n]],|%fz|>a n

12 . Pour ¢ > 0, justifier qu’il existe a > 0 tel que

| =
Vo € [051]  [Bu(A)@) — )] = [Toa+ Unal < 5% +9
En déduire B.(f) - f

ce qui prouve le cas particulier du théoréme de Weierstrass sur le segment [0;1].

13 . Généraliser le théoréme de Weiestrass sur un segment quelconque [a;b].

ITT Développement de V* o V(f) en série trigonométrique

On considére maintenant 'espace G = €°([0; 7], R) muni du produit scalaire
WL € (gl [ Statt
On note || - ||¢ la norme euclidienne associée.



Pour n entier, on définit ¢, € G par ¢,(t) = cos(nt) pour t € [0;7] et F,, = Vect (co,...,cn).
On pose F = Vect (¢, )nen-

14 . Soit P € R[X]. Etablir P o cos € F.

15 . Déterminer une suite (a,)meny de réels strictement positifs telle que la suite (a,c,), soit
orthonormée.

16 . A I'aide du théoréme d’approximation de Weierstrass, établir que le sev F est dense (pour
la norme || - [|¢)) dans G.

17 . Soit f € G. Justifier la décroissance de la suite (|| f — pr, (f)|c),ey Puis établir
1f = pr.(Pllc I 0

18 . Soit f € G. Si la suite (pp, (f)),ey converge uniformément vers une fonction g sur [0;7],
montrer I'égalité f = g.

Pour z € [0 ; g], on définit la fonction g, sur [0; 7] par la formule

T T
— —max(z,t) site |0;=
Vie[0im]  go(t) =1 2 [ 2}

—gz(m — 1) sinon
19 . Vérifier que g, € G.
20 . Soit n entier. Déterminer les coordonnées de pg, (g,) sur la base (apcy, - .., @,c,) de F,.
22 . En déduire
Vt € [O; g] g — max(z,t) = %2008((2(27:-4—1)12)33) cos((2n + 1)t)

23 . Pour feEetx € [O;g},montrer

V* o V(f)(z) = /O (5~ max(z,0)) 7(t) dr

En déduire la suite des coefficients (a,(f))nen pour laquelle on a

Vo V() = S () cos((2n + 1))

IV Equation différentielles du type Sturm-Liouville

Soit h € E et A réel. On note (S) le systéme

v ' +Xy+h=0
(S): r

—)=4(0)=0
y <2> y'(0)
Pour n entier, on définit ¢,, € E par

Vit € [o;g} onlt) = %cos(@n—l—l)t)



24 . Soit f € E et n entier. Montrer

(V* o V(f), ) = o

@n 1)
25 . Soit g € €* ([0 ; g} ,]R). Montrer I'équivalence

<f7 9071>

g est solution du systéme (S) <= ¢g=V*oV(\g+h)
26 . Soit g € €7 ([O ; i} ,]R) avec g solution de (S). Etablir

2
Vn e N (1 — (2n—)+\1)2> (g, n) = m (h, on)
et Vr € [O;g] g(z) = +§;<g, ©n) Pn(T)

27 . On suppose dans cette question que X n’est pas égal au carré d’un entier impair. Montrer
que la série

Zm (hs Pn) on

est normalement convergente. Exhiber alors une solution de (S).

28 . On suppose A = (2p + 1)? avec p entier. Que peut-on dire si (h,¢,) # 07 Montrer que si
(h,pp) =0, alors le systéme (S) admet une infinité de solutions et exhiber I'une d’entre elles.
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