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Opérateur de Volterra et équations différentielles

A. Opérateur de Volterra

1)

2)

3)

)

Soit f et g dans E.

D’aprés le théoréme fondamentale de ’analyse, V(f) et —V*(f) sont des primitives f sur [0,7/2] car f y est

continue

De plus on a V(f) + V*(f) : x — 7/2, d’aprés la relation de Chasles et V(f)(0) =0 = V*(f)(7/2)
)

On utilise le théoréme d’intégration par parties avec les fonctions de classe C' :

/2
Ona: (V(f) = [ VD@l = {vm( V(g
On a bien [ (V(f), 9) = (£, V*(9))|

V* oV est bien un endomorphisme par composition.

Soit f et g dans E. On utilise deux fois la question précédente.

On a (V*oV(f),g) = (V(f), V(9)) = (f, V" o V(9))
On va montrer que : (V*o V(f),f) =0= f =0g

On suppose que : (V* o V(f), f) = 0 donc 0 = (V(f),V(f)) = [IV()]?

donc V(f) = 0g et en dérivant f = V(f)' =0g

ainsi ’ I’endomorphisme V* o V est symétrique défini positif ‘

Soit A une valeur propre de V* oV et fy un vecteur propre associé a A

Ona (V*o V(£), £) = [[V(£)]2
or V(fy) # Og car f\ # Op et que V(fy) = fa
donc (V¥ o V(fy), fa) >0

et on a (V¥ o V(f1), /r) = (Afx, fa) = Al A2

: V(f) et =V*(g

ol [ v

Comme || f]|> > 0, on en déduit que ’les valeurs propres de V* o V sont strictement positives‘

On a f) = %V* oV(fy) = %V*(V(fA))

A l'aide des observations du 1), on a = %V(f)\) et fi = /\f)\ ce qui prouve que ’ f est de classe C2‘

De plus fa(7/2) = V¥ (V(£1))(7/2) = 0 et f1(0) = 3V(£1)(0)

1
donc | fy est solution de I’équation différentielle : 3" + = 0 avec les conditions :

y(m/2) =0 et y'(0) =

0

—> : Soit A est une valeur propre de V* oV et f) un vecteur propre associé a .

Par résolution de I’équation différentielle car A > 0, on peut trouver A et B € R tels que

) + Bsin( i

VA

fA:a:b—>Acos(x Yetona fi:x— —

VA

onaOZfMWﬂ):AC%<2$A)+B$n<2gx>etO:fﬂD:

x
donc B =0 donc on a cx— Acos | —
h (ﬁ)
x
Ainsi evect | x— Acos | —
I ( (ﬁ))

et A cos <2\7}A> = fi(n/2) =0

T
Comme Og, on a A # 0 donc cos | —=
Ir # 0 # (2\5)
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: . T T (2k + 1)m
ce qui nous fournit k € Z tel que =—+kr=——
a o2 2
2
donc 2V/\ = ( k;— D)
1
donc il existe n € N tel que : A = ———— en prenant n € N tel que 2n + 1 = |2k + 1|
(2n+1)
1
— . Soit A€ R tel qulil existe n € Ntel que : A= —— et f: x> cos(-%=) =cos((2n + 1)x
= a a a7 () = cos((2n + 1)a)
Soit x € [0, F].
" ~sin((2n+ 1)) sin((2n + 1)z)
On a V(f)(x) —/0 cos((2n + 1)t)dt = | o1 Iy = o1
™/2 sin((2n + 1)t) cos((2n + 1)t)1x/2  cos((2n+1)x)  cos((2n+ 1)m/2)
t (V¥oV = — 0 dt = | - — (5 = -
et (V7o V) (f)w) jc on + 1 [ (2n +1)2 Ja (2n+1)2 (2n + 1)2

Ainsi et (V*o V) (f)(z) = Af(z)
donc (V*o V) (f) =Afet f#0g
Conclusion : On en déduit que

1

A est une valeur propre de V* oV si et seulement s’il existe n € N tel que : A = W
n +

Dans ce cas | Eq gp41)2 (V* 0 V) = vect <x — cos((2n + 1):U)>

B. Théoréme d’approximation de Weierstrass

5) | Sy, suit la loi binomiale de parameétres n et = de loi donnée par Vk € [0,n], P(S, =k) = (n) a1 —z)"*

10 n n! (n ) n—1
On utilise pour tout 0 < k < n, k(k) :k( Ry :n(n—l— F 1))k = 1) —n(k_l)

On a E(S ZkIP’ = _0+Zk(> (1—2)" zn:( ) (1—z)*

k=
ainsi E(S,,) = nz Z ( , ):cj — 2)" 177 par changement d’indice : j =k — 1
n

et sin > 2 onalk(S2—-S,) Z = k) par la formule du transfert

k=0

n - n—2
donc E(S Z (k) (1—az)" :Zn(n—1)<k_2>$k(1—x)”_k
k= k=2
n—2

donc E(S2 —S,) =n(n—1 x2

/\

> )"=277 = n(n — 1)2? valable méme si n = 1
=0

donc E(S2) = E(S2 — S,,) + E(S n) n(n — 1)z? + nx
donc V(S,,) = E(S2) — E(S,)? = n22? — na? + nz — (nx)?

d’ou ’E(Sn) =nz et V(S,) =nz(l —z) ‘ (comme prévu)

6) D’aprés Irénée-Jules Bienaymé et Pafnouti Tchebychev, on a

B (S, — E(S,)| > na) <
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7)

V(Sn) _ nr(l—z) x(l—ux)
2 2

or =
(na) n2a? no
Une étude classique de variations nous donne Vz € [0,1], 0 < z(1 — ) < 1/4.
1
donc P (IS, — E(S,)| = na) < ——
dno

or (IS, — E(Sn)| = na) = (IS, — nz| = na) = (

%—x‘}a): U (Sn, = k)

0<k<n
& —z[>a
donc P (|S,, — E(S,)| = na) = Z P(S,, = k) par réunion disjointe
0<k<n
|%—z[>a
donc on a bien Z " 2*(1—z)"F < L
k = 4na?
0<k<n
%fﬂ>a

En faisant la soustraction : | B, (f)(z) — f(z) = zn: (Z) 2F(1— z)nk ( f(E) — f(:zc))

k=0

Soit € > 0.

La fonction f est continue sur le segment [0, 1] donc y est bornée uniformément continue d’aprés le théoréme
de Heine. On note || f||s la norme infinie de f sur [0, 1].

L’'uniforme continuité de f nous fournit o > 0 tel que : Vy,z € [0,1], |y — 2| < a = |f(x) — f(y)| < § donc

k k
Z <n>a:k(1—a:)”k <f() —f(a:)) < Z (Z)wk(l—x)”k f(=) — f(x)|selon l'inégalité triangulaire
0<k<n 0<k<n n
%—ﬂ<a %—ﬂ<a
Yk n—k&
< _
< Z <k>$ (1—x) 5
0<k<n
gfﬂ<a
~ (1) i n—k€
< Z <k>$ (1—x) 3
k=0
N\ k n—k k €
> )= (FC) = F@) )| <5
n 2
0<k<n
%—M<a
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d’autre part, on a
v\ k n—k k e .
2"(1 — o) F(=)|+ |f(z)] ) inégalité triangulaire
n

> (Z>9«“k(1 —a)"* (f(:) _f(x)> ) ogk:@

0<k<n
\%—ﬂ}a |%—ﬂ>a
n _
0<k<n
\%fﬂ>a

HfHOO selon 6

> (Z)xk(l — )" * (f(i) - f(x)> < 5ot

0<k<n
\§7ﬂ>a
or li [ flloc = 0 Ceci nous fournit N € N, tel que Vn e N, n > N = | flloc <5
n—-+oo 2na? 2na?
On vient de montrer que
(Ve €[0,1], [Bn(f)(2) — f(z)| <¢)

Ve >0, ANeN, Vne N, n> N

ou encore : ||B,(f) — fll« —>+oo

on en déduit que ’ la suite (B, (f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1] ‘

C. Développement de V* o V(f) en série trigonométrique
Zaka et on note g : t — cos®(t) de sorte que : la

8) Soit p un polynéme de degré n que l'on écrit p
n=0

fonction t — p(cos(t)) appartient a vect(qo, ..., qn)
Soit k € [0,n]. Soit ¢ € [0, 7]. Par la formule du binéme on a

ell 4 e 1t K 1 — s 1 n : 1 n RS
- (5 LSOk 5 (e (e
=0 0<2j<n n<2j<2n
ol 1 — { (’gf) si n pair
0 sinon
=—(2p—n)

donc avec le changement d’indice p=n—4kj :2j —n=2n—2p—n =

1 Y\ (op—_nit . 1 n —(2p—n)it 1 n
w0k (8 B (e B (oo
0<j<n/2 0<p<n/2 0<k<n/2
donc gj, € vect(co, c1,. .., cx) C vect(co,c1,...,¢p)
Par combinaison linéaire, (cos(t)) définie sur [0, 7] appartient & F), ‘
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9)

10)

cos((p + k)t) + cos((p — k)t)
2

Soit p et k € N. Soit ¢ € [0, 7]. On a cp(t)cx(t) =
doncsik#palorsp+k>0

T k)t — k)t 1 k)t : A t=m
on a donc (cp, cx)a :/ cos((p+ k)t) + cos((p — k) )dt _ [sin((p+k)t) | sin((p — k)t) —0
0 2 2(p + k) 20— k) li=o
T cos(2pt) + 1
et Il = (cpepy = [ Sy
0
™
sip=0, ona||co||2:/ l=m
0
in(2pt)  ¢]1°7
et sip#0,o0na|c*= {5111[(1;)) + 2L:0 = g
% sin=20
En prenant a,, = \/5 ] ,on a (ay)nen €]0, +00[N et (anen)nen est orthonormée
= ginon
Soit f € G. On va montrer que f € vect(ay,cp)nen, adhérence dans G muni de la norme euclidienne | - ||q.

On remarque que Arccos est la bijection réciproque de la restriction : ¢t € [0, 7] — cos(t) € [—1,1]
On note g = f o Arccos qui est continue sur le segment [—1, 1] par composition car Arccos est continue

Le théoréme théoréme de Weierstrass, nous fournit une suite (gx)xen de fonctions polynomiales qui converge
uniformément vers g sur [—1,1].

Je note N la norme infinie sur [—1, 1] de sorte que : Noo(9 —gx) —> 0
k—+o00

0,7] — R
t — gx(cos(t))
11 existe alors N € N tel que fi € Fn donc fi € vect(ancn)nen car les o, # 0
Pour tout ¢ € [0, 7], on a | f(t) — fr(t)| = |f(Arccos(cost)) — fr(Arccos(cost))| = |g(cos(t)) — gr(cos(t))|

donc on a |f(t) — fr(t)| < Neo(g — gi)
<EM\f—h@fiA(ﬂﬂ—ﬁﬁD%t</‘Mdg—%fd<wNm@—ng

0
donc [|f = frlle < vVANoo(g — gk)
donc ||f — fklle — O par théoréme d’encadrement
k—+o00

Soit k € N. On pose fi : {

on a trouvé une suite de vect(a,cp)nen qui converge vers f pour G muni de de la norme associé au produit
scalaire (-, -)g
Ce qui donne bien la densité de vect(ay,cp)nen dans G

Ainsi ’ la suite orthonormeée (a,c,)nen est totale dans G‘

On remarque que la suite des sous espaces (F),) est croissante pour l'inclusion
Ainsi pour n € N, comme F,, et F,, 11 sont de dimensions finies, on a
— Pp. = inf — > inf - = -P >0
15 = Peu(Dllo = inf I =gl > inf 17 =gl = |7 = Pr.cs (Dl
Donc la suite (|| f — P, (f)|lq),cn st décroissante et positive

Soit € > 0.

Il existe une suite (fx) a valeurs dans vect(au,cp)neny qui converge vers f pour la norme | - || d’aprés la
question précédente.

Donc il existe m € N tel que ||f — fmllec <&
Comme fp, € vect(ancn)nen, ceci nous fournit N € N tel que f,,, € vect(ancp)o<n<n donc
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1F =Pex(Dllg <If = fmlla

Par décroissance et positivité, on a: Vn =N, 0 < ||f = Pp,(f)|q <e

On vient de prouver

Ve>0, INeN, VneN, n>2N=0<|f —Pp,(f)|lq <e

On a bien ||| f — Pr, (f)||q tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini

On suppose de plus que la suite (P, (f))nen converge uniformément sur [0, 7] vers une fonction g.

Comme de plus, chaque fonction P, (f) est continue sur [0, 7], la fonction g est continue sur [0, 7] par
théoréme.

Donc g € G et en utilisant 'inégalité de 9 avec la notation N, on a

l9 =P, (Nllg < Noolg = Pr,(f))

donc par théoreme d’encadrement : ||g — Pr,, (f)lq — 0

donc la suite de G, (Ppn (f)) converge vers g pour la norme || - ||g
Par unicité de la limite f =g

’Si de plus la suite (P, (f))nen converge uniformément sur [0, 7] vers une fonction g, alors g = f‘

11) Soit = € [0,7/2]. Vérifions que g, est correctement définie
— sl <t <monal<nm—t< T et donc 9z () est correctement défini
— d’un coté g,(r/2) =7/2 —7/2 =0 d’un autre coté g,(7/2) = —g,(w/2) =0
De plus, on remarque que :

T—x—t— |z —1

gx(t) = 2 LT
—gz(m —1) si 5

€3]
—

N

=~ A

N =

S
o) 3

Ceci prouve la continuité de g, en tout point de [0, 7] \ {7/2} et la continuité a gauche et a droite en /2.
On a bien g, € G Il n’est pas certain que cela soit & vérifier!
Comme (agck)o<k<n est une base orthonormée de F,,, on a

n

1 2 ©
Pr,(92) = >_{akck, gy Gancy = —{co. gz)aeo + — > e ga)acn
k=0 k=1

™ T

w/2 /2
On a (ck, gz)a = / 92 (t) cos(kt)dt +/ 9z (t) cos(kt)dt = / 9z (t) cos(kt)dt — / gz (m —t) cos(kt)dt
0 w/2 0 /2

dans la deuxieme intégrale on effectue le changement de variables de classe C! :u =7 —t;t =7 —u; du = —dt

w/2 0
donc (ck, gz)a = /0 gz(t) cos(kt)dt + //2 gz (u) cos(k(m —u))du

w/2 /2

Ainsi (g, gz)a = / 92 (t) cos(kt)dt — (—1)"’/ 9z (u) cos(ku)du
0 0

si k est pair, (g, gz)g =0

w/2
si k est impair, (ck, gz)Gg = 2/ g (t) cos(kt)dt
0

donc
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n

w/2 /2
> (/0 gx(t)cos(kt)dt> ck:% > </0 g2 (t) cos((2k + 1)t )dt) okt

k=1 0<2k+1<n
k impair

Pr,(92) =

3|

w/2 x w/2
et/o ga(1) cos((2k + 1)t)dt :/0 (7r/2—x)cos((2k:+1)t)dt—|—/x (71/2 — ) cos((2k + 1))dt

- B sin((2k + 1)¢)]17" sin((2k + 1)z)
or /0 (m/2 —x)cos((2k + 1)t)dt = (7/2 — x) [%HLZO = (7/2 — w)w

et a 'aide d’une intégration par parties avec des fonctions C! :

. =n/
<<2k+1>t>} Z// sin((2k + 10) 4,

w/2
/ (m/2 —t) cos((2k + 1)t)dt = [(77/2 —t) 2% + 1 2k +1

t=x

donc

sin((2k + 1)x) [— cos((2k + l)t)} t=m/2

w/2
/ (/2 ~ t) cos((2k + 1t)dt = 0 — (/2 — 2) @k 1 17

Ainsi en sommant :

t=x

cos((2k +1)x)  cos((2k +1)7/2)  cos((2k + 1)x)
k+1)2  (2k+1)2 (2k+1)?

w/2
/ (m/2 —t)cos((2k + 1)t)dt =
0

L)/ 4cos((2k + 1)x)

2k+1)

donc | Py, (g2) = Cok+1 | coordonnées de Py, (g,) sur la base (co,c1,...,¢p)

k=0

4cos((2k + 1)x) 4

(t)] < 1 t 1 >
C S V5 € a série — 5 converge par
w2k +1)2 ! 7(2k + 1)2 2k +1)? 8¢ P

On a Vk € N, Vt € [0, 7],

comparaison & une série (positive) de Riemann
4dcos((2k + 1)x)
m(2k + 1)2

donc la série de fonctions g Cok+1 converge normalement sur [0, 7]

k=0

" 4cos((2k + 1)x)
kzo m(2k + 1)?

donc la suite (P, (gz)),>o converge uniformément sur [0, 7] vers une fonction h

donc la suite des sommes partielles < 02k+1> converge uniformément sur [0, 7]
m=0

d’aprés la question précédente, h = g,
ainsi la suite (P, (9z)), > converge simplement sur [0, 1] vers la fonction g,

41X cos((2n + 1
On en déduit que : | pour tout t € [0,7/2] : 5 — max(x,t) = g,(t) = fzw
T

(2n 1 1)° cos((2n + 1)t)
n=0

12) Soit f € Eet x € [0, 7T] On effectue une intégration par parties :
/2
ona v oV = [ VO = -7V OIZT - / (¢ = n/2) ()
/2 x /2
done V*o V(f)(z) :0—(x—7r/2)V(f)(x)—/ (t—7/2)f / f(t)dt— / xf(t)dt—/ tf(t)de

Qo | V* o V(F)(z) = /O : (E —max(:c,t)) F(H)dt
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Ainsi

. B 3 cos( 2n+1 )cos .
vV ev(@ = [T a0 - / ZO o eos((n + 1) )

cos((2n + 1)x)

(2n + 1)
On note Noo(f) la norme infinie de f sur le segment [0, 7] qui y est continue

Noo(f)
(2n +1)

Les fonctions notées f, : t — cos((2n + 1)t) f(t) sont continues sur [0, 7/2]

donc on a

Vn €N, Vx € [077T//2] ‘fn( )’

or la série Z i)z converge par a une comparaison a une série de Riemann (& termes positifs)
o (2n+1)
donc la série de fonctions Z fn converge normalement sur [0,7/2]; on peut donc intervertir somme et inté-

n=0
grale :

2z cos((2n + 1 cos((2n + 1)x)
v Z / o cosl(2n+ D £ ()

donc

« _ é+oo 2 cos((2n + 1)x)
V* o V(f)(z) = ; ( /0 cos((2n + 1)t) f(t)dt) R

En prenant a,(f) = 7r42/ cos((2n + 1)t) f(¢t)dt|,
0

ona:|Veel0,m/2], V¥o Zan cos((2n + 1)x)

D. Equations différentielles du type Sturm-Liouville

13) Soit fe EetneN. On a ¢, € E.
donce d’apres 2), (V* o V(f),on) = (f, V0 V(py)) et d’aprés 4), vn € Eyjan41)2 (V0 V)
1

donc [ (V¥ o V(f), pn) = m«ﬂ ©n)-

14) Soit g € E.

= : On suppose que g est solution de I’équation différentielle (S).
Alors g est deux fois dérivable et ¢’ = —\g — h donc ¢" € E
ainsi V(¢”") = =X+ V(g) — V(h) car V € L(E)
or V(g") est la primitive de ¢” sur s’annulant en 0
Comme ¢'(0) =0, 0n a ¢ = V(¢").
donc V*(¢') = =X -V* o V(g) = V* o V(h) car V* € L(E)
or V*(¢') est la primitive de —¢’ s’annulant en 7/2 et —g(7/2) =0
donc g =A-V*oV(g)+V*oV(h)

< : Onsuppose que g=X-V*oV(g) +V*oV(h)
donc g = V*(X-V(g) + V(h))
donc g(7w/2) =0
En dérivant, ¢ = —(X-V(g) + V(h)) = V(=Ag — h)
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15)

donc ¢'(0) = 0 et en dérivant ¢" = —\g — h
donc g est solution de I’équation différentielle (S)

On a bien ’g est solution de 1’équation différentielle (S) si et seulement si g = A - V* o V(g) + V* o V(h) ‘

Soit n € N. On suppose g est solution de I’équation différentielle (S).

1
donc<g,¢n>==<\”<0\WA9-+f0,wn>::Z§Ei¥335<kg4-h,¢n><Taprés13-
Ob'lfl(l)\><>1<h>
n a bien la formule : - ,0p) = —(h,
(271—1—1)2 5 (2n—i—1)2 4
4

Soit x € [0, §]. on a : pour f € E, a,(f) = (f, gcpn) Ainsi

m(2n +1)2

+oo
V* o V(f)(x) :Z(U’W on(2)

2
— (2n + 1)

On a Ag+ h € E donc
“+o0o
* Ag+h,pn
o) = V' o V(g + h)(a) = S 2Ll (g

ot (2n +1)2
Ag + h, , h,
or N9 €f>== (g son>2_k { @n>2::<g7¢n>
(2n+1) (2n+1) (2n+1)
+oo
ce qui permet de conclure a 'aide de la formule que | g = Z(g, On)Pn
n=0

Remarque : On a égalité au sens de la convergence simple ; vue la question suivante c’est sans doute le sens
de cette question.

Cependant on peut facilement montrer que l'on a convergence normale & ’aide de la formule de 12); ce qui
entraine la convergence uniforme; ce qui permet de d’établir la convergence au sens de la norme || - ||.

Soit n € N. Soit = € [0, §]. On a en utilisant Cauchy-Schwarz
1 2 2[|A]lllpn
- (hopnlionta)| < by o)l < b =a
2n + 1)\ VT(2n + 1)2 =) VT|(2n 4+ 1) =)

4
Onauwnu—w —5 <VZdonca, = O(%)

donc par comparaison entre séries & termes positifs, la série E a, converge et

n=0
Ve € 10,2], | {h.gaden(a)| <
x =], | ————(h, )| <«
27 [ (2n41)*=x ol "
Ainsi la série : Z %(h, ©n)¢n est normalement convergente sur [0, ]
= @2n+1)"=A
400 1
On note alors g = Z ——————(h,on)¥n

—(2n+ 1)2-)\
La fonction g est continue sur [0,7/2] car les ¢, le sont également et qu’il y a convergence normale
donc g € E.
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Pour montrer que g est solution de (S), il suffit d’établir que g = AV* o V(g) + V* o V(h) en servant de la
caractérisation de 14). On a :

AV* o V(g) + V* o V(h A§: }:2 +1
/2 [+ 1
Soit n € N, on a (g, ¢n :/ —hSOm%Om

-A
On aVm eN, vt €[0,7/2], [(h, pm)em(t)en(t)] < — (B, om)]

SEIS

La encore la série de fonctions continues Z <t =
30 (2m +1)"=A\

sur le segment [0,7/2], ce qui permet ’échange série/intégrale :

(h, <pm>g0m(t)<pn(t)> converge normalement

400
_ (hpm) [T
oo = 3 o [ et

/2 /2 cos(2(m —n cos(2(m + n
Or/ %NMNWZ4/ (2( W+2@(+ + 1))
0 T Jo

/2 4 Tsin(2(m —n)t)  sin(2(m +n + 1)t) =2
i | (D)o (H)dt = = _
snn;én,a,ors/o ©m (t)pn(t) W[ (m =) MmintD) ),y 0
Dans ce cas (¢m, ¢n) =0
/2 4 [m2q 2 1)t
s =n,alors [ en(Opn( =2 [T IEEOENE D 2
0 T 0 2 4
ainsi (pn, pn) =1
On remarque que la famille (@n)nen est une famille orthonormée de E
-Ahwi<gj¢n>==44jﬁlf2;4*
(2n+1)"—A
Ainsi A V*OV()+V*OVM)—A§§ : {h, on) -+§fm”%> -
g Tt )2 1) a T e 2
+00 1
Ainsi d’aprés 14), ————(h, ¢n)pn est solution de S
pres 14) 2%(mz+1f—x< n)p

16) Par 'absurde supposons (h, ¢,) # 0 et qu'il existe une solution notée g
A Paide la premiére formule de 14, on a (h, p,) = ((2p +1)% — A\){g, ) =0
Absurde

si (h, @p) # 0, alors (S) n’a pas de solution

On suppose désormais que (h, ) =0
Il existe un unique p € N tel que : A = (2p + 1)?

+o0o
1
On pose g = —————(h, n)pn
z;% (2n + 1)2—)\< )
n#p

On montre de la méme maniére qu’en 15 qu’il y a convergence normale puis que g est solution de S ce qui
change un petit peu, c’est le calcul de (g, ¢p) = 0= (V* o V(g),¢p) = (h, ¢p)
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Donc

—+00

-3

n=0
n#p

(2n 4+ 1)* =\

1

(h, on) e est solution de S si (h,p,) =0et A=(2p+1)2oupeN

On considére ’équation homogeéne associée a (S) :

//+(2 +1)2 —
s { iy S o —o

wola

Il est claire que ¢, est solution de (SH) donc que la droite vectorielle vect(y,) est inclus dans I'ensemble des
solutions de (SH)

Donc pour chaque p € R, la fonction de E : g + g, est une solution de (S)

si (h,pp) =0et A= (2p+ 1)? alors (S) admet une infinité de solutions

FIN DU PROBLEME
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